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Una parte considerable de los espacios utilizados en 
la solución de importantes problemas del análisis son espacios 
de funciones. 	El orden'usual en estos espacios hace de ellos 
espacios arquimedianos, este hecho entre otros justifica el in-
terés por el estudio de estos espacios. 
En este trabajo se exponen las ideas principales que han 
servido para clasificar los espacios arquimedianos. Dicha clasi-
ficación se ha realizado, básicamente ateniéndose a Propiedades 
de Proyección y a Propiedades de Completitud. 
Zaanen y Luxemburg hacen una clasificación estricta en 
[4] y la misma relaciona los distintos tipos de espacios arqui- 
medianos. 	Con posterioridad, Aliprantis y Langford [1] e in- 
dependientemente Quinn [5] introducen un nuevo tipo de espacio 
y se amplía el diagrama de inclusión principal. 
En este trabajo se introduce una nueva propiedad de pro-
yección y se verifica que la misma define una clase estricta de 
espacios arquimedianos, y se la ubica dentro del esquema de inclu-
sión principal. 
El esquema que hemos seguido es el siguiente: 
En el Capítulo I, presentamos las propiedades básicas de 
los espacios de Riesz. En el Capítulo II estudiamos a los sub-
espacios que gozan de cierta estabilidad, y se introducen los es-
pacios arquimedianos. En el tercer capítulo se demuestra el Teo-
rema de Inclusión Principal. Además, se caracterizan los espacios 
Acr- — DC sin utilizar los d-completamientos, resolviendo un 
problema planteado en [2] , ejercicio 19, pág. 32. Finalmente, 
se introduce un nuevo tipo de espacio que modifica sustancial-
mente el diagrama de inclusión principal. 
El trabajo incluye un apéndice en el que se demuestra el 
Teorema Espectral de Freudenthal, utilizado para probar una de 
las implicaciones del Teorema de Inclusión Principal. La intro-
ducción de este importante resultado se justifica más que nada por 
razones de autocontenimiento; por el volumen del trabajo preli-
minar, no directamente relacionado con el objetivo de esta tésis, 
nos indujeron a presentar este material en forma de apéndice. 
CA1'11111,0 1 
PROPIEDADES BASICAS-, DE LOS IsSI'M JOS DE RIESZ 
En este capítulo presentaremos las propiedades básicas de 
los espacios de Riesz. 
En éste y en los capítulos posteriores, denotaremos por R 
el conjunto de los números reales, por R+ al conjunto de los nú-
meros reales mayores o iguales a cero, y por 9 al vector nulo en 
el espacio vectorial. 
1.1 ESPACIOS VECTORIALES ORDENADOS 
Definición 1.1. Un espacio vectorial ordenado es un cuádruple 
(E, +, ., 1 ), donde (E, +, .) es un espacio 
vectorial real y 4 es una relación de orden 
parcial sobre E tal que: 
1) u 1 v entonces u+ w‘v+w para todouvywen E. 
2) u 1 v entonces «u .1 cor 	para todo u, v en E, 0( > O 
en R. 
Proposición 1.1. Sea E un espacio vectorial ordenado, y 
P = {u e E : u ) 9) . Entonces: 
1) P r'(-P) = {9} , donde -P = 1 -u eE:ueP} 
2) P + P g; P, donde P+P=Iu+v : u, v e P } 
+ 
3) Para todo 0( e R , 0(P 1; P, donde 0(P ={00 :u e 
Recíprocamente, si P 1; E tiene las propiedades (1), (2) y (3), 
la relación 
u ‘ v si, y sólo si, v - u e p, 
es una relación de orden parcial en E, y (E, .1 ) es un espacio vec-
torial ordenado en el cual P es el cono positivo. 
Demostración: 
	
==4> ) (I) Sea u e p n (-p).(3 	-c>u EP yu e (-P) 
<1 	E> u e y - u 	e 
r1—C> u =e o 
2) Sean u,v eP,u)ec=>u+v),e+v='v)e 
c=4> u+ 	P., 
3) Sea- u e P, a e 	: u >. e ==> a u 	a e = 	0  E P 
( <3= ) 1°- 	es una relación de orden en E. 
(a) Reflexividad: para todo u e L, u - u = e E P, enton- 
U 	II para todo u e E L1 
(b) Aut. I s I int,  t. 1(,I 	un u, y 	E., u ,<Z" y y y zl-e".. u 
y - ti ( P y ti-y 	P =1.> v-u e P y 
- u E (,-1?) 
1>y - U e P n (-P).>v -u = o 
v= U. 0  
(c) Transitividad: 	Sean u, y, w e E, u‘vyv 	w 
=1>v-u EPyw-veP 
c=1.> (v - u) + (w - v) E P + P 	P =1>w-u E P 
==!). u ‘. W.0 
2º Compatibilidad 
Sean y, y, w 	E, y supongamos que u ‘. Y. 
(a) u 	y.=(> v-u eP =(v + w) - (u + w) = y- u eP 
u + w 	y + w o 
(b) Sea c(eal yseau‘v 
u‘v ,=>v-ueP=D>c<(v- u ) e 	P c P 
=:(> v - «u 	P =f> o( u ‘. 	
v o 
- 4 - 
Así pues (E, -1 ) es un espacio vectorial ordenado. 
Además, E+ = { u e E :u>e} = kueE:u-8 eP} 
= {ueE:ueP}=P, 
o sea, P es el cono positivo de E. 
Definición 1.2. Sea E un espacio vectorial ordenado, el con-
junto E
+ 
 = 1 u e E: u -..;le 1 se llama cono 
positivo de E. Los elementos de E+ se llaman 
elementos positivos. 
Lema 1.1. 	Sea E un espatto vectorial ordenado, u e E, A y B 
pdrtes no vdcíds de E. 	Entonces. 
(1) sup (u + A) = u + supA, si aLguno de los dos miembros existo 
(2) sup (-A) =-InfA, si alguno de los dos miembros existe 
(3) sup (A + B) = supA + supB, si el miembro derecho existe 
(4) si 01( e R+, sup( c( A) = 0,supA, si el miembro derecho 
existe. 
Demostración: 
(1) Supongamos que existe u + supA. Entonces, u + v e u+ A 
para todoveAyu+v ‘ u+ supA, luegou+ supA es una cota su-
perior de u + A. Sea m 6 E una cota superior de u + A, entonces 
u + v ‘ m para todo v e A, por lo tanto v < m - u para todo v e A. 
Luego m - u es una cota superior de A, esto implica que supA ..<... m - u, 
entonces u + supA ..<,.. in. Por consiguiente sup(u + A). u + supA. 
(2) Supongamos que existe sup (-A). Entonces, -v .(... sup(-A) 
para todo y e A, por lo tanto - sup(-A) .,<_ v para todo v e A, luego 
- sup(-A) es una cota inferior de A. Sea m e E una cota inferior 
de A, entonces m < v para todo v e A, por lo tanto - v <-m para . 	- 
todo v e A, luego -m es una cota superior de ;-A). Por consiguiente 
sup(-A) < -m, entonces m < -sup(-A), lo que prueba que -sup(-A) =infA 
Luego sup (-A) =-infA. 0  
(3) Supongamos que: existen supA y supB. 
Probaremos primero que: supA + supB es cota superior de 
A + B. 
En efecto, seaw e A+ B, entonces existenaeAybeB tal 
que w = a + b; pero, a e A , 	(> a < sup Al 
.=pw = a+b < supA + sup B. 
b e B =.P. b < supB 
Luego w 4.  supA + supB para todo w e A + B. 
Probaremos ahora que: supA + supB es la menor cota superior de 
A + B. 
En efecto, sea m e E una cota superior de A + B, entonces 
a + b 4 m para todo a e A, b e B. Sea a e A, arbitrario dado, en- 
tonces a + b 	m para todo b E B, luego b 4 m-a para todo b E B. 
Por consiguiente, dado a e A, m-a es cota superior de B, por lo tanto 
supB .< m-a para todo a e A, o equivalentemente, a < m - supB 
para todo a e A. Luego m - supB es cota superior deA, y por consi-
guiente supA < m - supB, o equivalentemente, supA + supB < m. 
Así, hemos probado que supA + supB = sup (A + B). 
(4) Supongamos que existe supA enE, y sea O < o< e R. En- 
tonces si w e o( A, existe a e A: w = o(a. luego 	o( 	w = allsupA, 
entonces w = o/a < o(supA. Luego 0(supA es una cota superior de 
«A. Sea ahora, m una cota superior de o(A, entonces 0(a < m 
para todo a e A, por lo tanto a 	«.-1m para todo a e A. 	Luego 
I<-Im es una Cota superior de A, por consiguiente supA < o( 
entonces o(supA < m. Luego sup( o( A) = o(supA para todo tb( > O 
en R. 
Observación 1.1. Las proposiciones análogas respecto de ínfimo 
son verdaderas, o sea: 
(I) inf(u + A) = u + infA, si alguno de los miembros existe. 
(2) inf(-A) = - supA, si cualquiera de los miembros existe 
(3) inf(A + B) = infA + infB si el miembro derecho existe. 
(4) Si 	01( ) O en 	R, inf( o( A) = o(infA, si el miembro 
derecho existe. 
1.2 ESPACIOS DE RIESZ 
Definición 1.3. Un espacio de Riesz es un espacia vectorial 
ordenado (E,-1"., ) tal que existe 
sup (u, v)= u Y v 
Para todo u, v e E. 
Definición 1.4. Sea E un espacio de Riesz y u e E, se defi-
nen los vectores: 
(1) "módulo de u", como: lul = u y (-u) 
(2) "parte positiva de u", como: u+ =uve 
_ 
(3) "parte negativa de u", como: u =-u v 8 
y - u, e 1 = tu +(v - u), u + e } = k y, u 1s = u+ 
Proposición 1.2. 	Sea E un espacio vectorial ordenado, en- 
tonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes: 
(I) E es un espacio de Riesz 
(2) Existe inf { u,v1 =uAvpara todo u,veE 
(3) Existe 	u
+ =uye para todouCE 
Demostración. 
(I) ==r(2) En efecto, si u, v e E entonces -u, -v e E, por 
lo tanto existe sup 1.-(1, -v1= -u y -v. Luego existe 
inf 1 u, y 1 = -sup 1-u, -v \ 
(2) =4,>(1) En electo, st u, v e ls entonces -u, -v e E; 
, 
por lo tanto existe inf (-u, -v } = -u A -v. Luego exis- 
te inf 1-u, -v .1 = - sup 1 u, v } 
(I) ==411> (3) Es obvio. 
(3) ==i> (1) En efecto, si u, v e E entonces v - u e E, por lo 
tanto existe sup { v- u, e } e E. Luego existe 
u + sup { v - u, e \ 	Sea A = kv - u, e 1, se tiene 
que existe u t supA. Luego existe sup (u+A) = u + supA. 
Pero 
Por consiguiente, existe sup k u, y } . .E. 
Proposición 1.3. Sea E un espacio de Riesz, y sean u, v, w e E. 
Ebtonces: 
(1) u < y, entonces u vw 1 y yw y u nw •( y n w 
(2) (u y v)vw = uy (v y w) 
(3) (u A v)A w = u A(v ^w). 
Demostración: 
(1) u<vyunw<u, entonces u A w ( V. 
ll Altl‘ V yllAW( w, entonces u n w 1 V A W. 
En forma análoga se prueba que uvw ( y VW. 
(2) a) u y (y y w) ) y y w, vvw >vyvyw.. w, entonces 
uv(vvw) .)-vyuv(uyw) .,.w. 
b) u y(v y w) > u y uy (y y w) >, y, entonces 
u y (y y w)..0 y y 
c)uy(vyw)).uvvyuy(vyw) >..w, entonces 
u y(v y w) .>., (u y y) y w. 
Por otro lado, (d) (u y y) y w > (u y v), uvv ) u y u yv y,>
entonces (u y y) y w .>, u y (u y y) y 'w > v. 
(e) (u y y) y w ,>.. w y (u Y v)v w > v, entonces 
(u\iv)yw )vvw 
(f) (u y y) y w ,.. u y (u y y) y w >,.. y y w, entonces 
, 
(u V v) V w ). t, Y (v y w). 
Por (c) y (f) se deduce que (u y 1./) vw= uy (1./ Y w). 
(3) Se demuestra en forma análoga a (2). 
Proposición 1.4. 	Sean A y B subconjuntos no vacíos de un 
espacio de Riesz E, tales que existen 
supA y supB. Entonces, 
- 7 
supA A supB = sup { u A v: u e A, y E 13 1 
Demostración. 
u A y ‘. supA A supB para todo u E A, y e B; luego 
{u A y: u E A, y E B } esta acotado superiormente. Sea w 
otra cota superior de este conjunto, entonces w ?, u A y para 
todoueA,yEB;perounv=u+v-uvv. Por lo tanto 
w +uVy .., u + y, entonces w + supA V supB ) u + y para 
todo u e A, y E B. Luego w + supA V supB ) sup(A + B) = 
supA + supB. 
Por consiguiente w ›, supA + supB - supA y supB = supA A supB. 
Así hemos probado que supA A supB = sup u A y: u e A, y E B 
Corolario 1.1. Sean A y B subconjuntos no vacíos de un espacio 
de Riesz E tales que existen infA e infB. 
Entonces, 
infAvinfB =inf {uyv:ueA,y e B} 
Demostración. 
infA y infB = - [-(infA y infB) ] = - [-infA A -infB 
= - [sup(-A) A sup(-131] 
= - sup ( -u A -v • u E A, y E B} 
=inf{. - 1-uA-vj:u€A,yeB} 
=inf (uvv:u€A,yeBi 
] 
Corolario 1.2. Sean A y B subconjuntos no vacíos de un espa-
cio de Riesz E tales que existen supA e infB. 
Entonces: 
(1) supA Au= sup (v A u:vcA} para todoucE 
(2) infB V u = inf {v yu:ve Blpara todo u C E 
Demostración. 
(1) Es una consecuencia inmediata de la Proposición 1.4 
(2) Es una consecuencia inmediata del Corolario 1.1. 
Corolario 1.3. Sea E un espacio de Riesz. Entonces: 
(1) (u v v) A w = (u A w)v(v A w) para todo u, v, w e E 
(2) (u A V) V W = (U V W) A (V y w) para todo u, v, w e E 
Demostración. 
(1) Es una consecuencia inmediata del Corolario 1.2. 
(2) Es una consecuencia inmediata del Corolario 1.2. 
Se tiene el siguiente resultado que proporciona una serie de 
identidades y desigualdades básicas. 




(2) u = u+ - u y u+ A u- = e 
(3) u y y = (u 	y ) + y = ( y - u )
+ 
- 	4. 	 + u 
(4) 111 1 =u
+ + u- y' ul = 84	D>11 = e
(s)hui - 	lyll 	< 	1 u -4- y 1 ( 	lui 	4. 
triangular) 
Ivl (desigualdad 
(6) u + y y w = (u + v) V (u + w) y u + v A w = (u,+ v) A (u + w) 
(7) ?k,(u 	v) = 71/4 u y >kv),  )4.(u 	v) =?uf7,v 	si X >, O 
(8) I9x u 1=1711 u I 
	
para todo 9k€ ift 
(9) u - v w = (u - v) 	(u - w) Y u - v V w = (u - v) A (u - w) 
(10) ¡U - Vi = uvv- uA v 
(11) luVw-vVw1 	luAw- YA w I . I u - v l(identidad 
de 'Birkhoff's) - 
(12) 1 u V w-vVw I < I u y I Y lu Aw-vAwkiu 
(desigualdades de Birkhoff's) 
(13) Si u, v, w e 	+ y) A w 	u A w + 	w 
Demostración. 
Solamente probaremos (t), (2), (4), (5), ( 10), (11) y (13), Las 
demás Identidades y desigualdades se deducen fácilmente. 
(1) Probaremos queu+v-uAv=uv v. 
En efecto, u+v-uAw=u+v+ (-u y -v) 
= (u + v - u) V (u + v - v) 
= u V v 
(2) Probaremos que (a) u + u =U 
En efecto, u + u = u + (-u v 8) = (u * (-u)) V (u + 8) 
= 8 V u= u+ 
+ Ahora probaremos 'que uA u 	e  
En efecto, 8 = - u + u 	= -(-u yO) + u 
= u A 	+ u 
= (u + u ) A u 
+ - 
= UA u 	[por (a) 
- 
(4) Probemos que i u i = u+ + u 
En efecto, l u i = u V -u 	= (u -(-u)).1" - u 
= (2u)± - u = 2u+ - 
= 	 - 2u+ - (u+ - u) 
+ _ = u +u 
u 
Ahora probaremos que tul = e <1=C:. u = e
(.=1;>) Supongamos que fui = e 
Como u 4: pi = e _y -u < I u I = e , entonces u < e y 
u .?... e, por lo tanto u = e 
(1:=1) es trivial. 
(5) Primero probaremos que I u + y I < 	lul 	4. Ivl 
En efecto, u< luf y y < I yl , entonces u + y < lui + 
Por oteo lado -u < tul y -v < I y I entonces 
(-u) + (-y) = - ( u + y) < 	I u I + 
	
Ivi 
Luego I u I + 	l y i es una cota superior de Su + y, -(u + y) \ 
por lo tanto lu + vi = (u + y) y -(u + y) ( I u i + I v I , en-
tonces lu + vi < 1111 + !vi 
Ahora probaremos que 	liul - 	iv il< in + v i 
En efecto, tul = iu + y + (-V)I < lu + vi + lyi , entonces 
lul - 13/1<lu + vl 
I I  = IV + Ll + (-01 \ < IV + ti l + Iti l 9 entonces 
13/1 	- 	lul< lu + VI 
Luego lu + vi es una cota superior de II ui - 'vi , - ( iul 
por lo tanto il u I - ivil = ( lul - II  ) y -( Jul  - ly1)<Iu + v i 
entonces hui - ivilou + vi 
(10) u y v-uAv= (u v v - u) v (u v v - y) 
* 
= (e y (y - u) v.(u - y) y e) 
= ((u - y) y e) y (- '(u - y) Va). 
= (u - y)i- y cu - y)- 
= (u - y)i- + (u - y)- - [(u - y)+ " (u- y)- ] 
= ( u - y)+ + ( u - y)- 
. i u - vi 
f u V w - VVw i +luAw-vA,wi= 
= (u vw) v (v Y w) - [(uv w) A (v vw)] + (u Aw) v (v A w) -[(uAw) A (v Aw)] 
= w v (u vv) - [w v(u Av)] + w A(v vu) - w A (u Av) 
= [w v(uvv) + w A (vvu)] - [ w v(u Av) + w A (u A 1.7)] 
= Cw + (u y v)] - [w + (v A u)] 
. u vv- vAu= fu-vi 
( 13) Sean u, y, w e E+  
(u + v)-uf..1>(u + v)Aw ) unw=4>e < (u + v)Aw - u A w 
Luego (u + v) A w - u Aw = i (u + v)A w - uAwl‘iu + y - u i = iv I = y 
Por otro lado (u + y) A w-uAw < (u + v) A w ( w. Por lo 
tanto (u + v),A w-uAw ..-<.. y A w. 
Definición 1.5. Sea E un espacio de Riesz, y sean u, y e E. 
Entonces, se dice que u y y son ortogonales o 
disjuntos si y sólo si iul Al vi = e ; y se 
denota por u .1... v. 
Si A y B son disjuntos, entonces u 1. y para todo u e A, y e B, 
y se denota por A 1.. B. 
Proposición 1.6. Sea E un espacio de Riesz, y sean 
u, v, w E E. Entonces: 
( 1) Si u _I_ v y iwi ( iui entonces w _L y, 
(2) Si u 1 y y 'Ne IR, entonces Nu 1 y, 
(3) Si u _Lv y w _Ly, entonces (u + w) 1_ y, 
(4) u -1 v si, y sólo si, u+  _I_ y 	y u _1_ v. 
- 
Demostración. 
( I) Es claro que e (:: ¡vil A 1 v I 
Como I w I ;<, I u j , entonces iwi ^ Ivi<lul A iv 1 = e, luego 
NI ^ pl. e 
(2) Primero observemos que si u 1 y y 'X C [R, entonces 
2k u 1_ 7.y. 
Ahora, si u 1 v es equivalente a tul .1._ Ivi , y también 
( 	12k1 	+ 1) 1 u I _i_ (I.1 + I) 1 v I para todo ?E R. Puesto que 
i N. u I 	= I Ni I u I < (X1 + 1) lui , y por ( 1) tenemos que 
51/4 u-1(11 + 1) 	'vi 
Como ivi ( ( IM + 1) Ivi , entonces ,1u .1_ v. 
(3) lu + wl < lul + lwl , entonces (u + w l A i v iOu l + i w iHv i 
‘ lui A ¡vi + lw Ir ly i I 
=8 + 8 = e 
Luego (u + w) 1 v. 
(4) 	Puesto que, I u+ l = u+ < I ul y u 1 v, entonces u+ _L v 
_ 
En forma análoga se prueba que u 1 v. 
_ 	 _ Recíprocamente, si u+ 	y y u J_ y, entonces (u+ + u )1_ y, 
por lo tanto I u I j._ v , luego u _i_ v. 
Proposición 1.7. Sea E un espacio de Riesz, y sean 
u, y, w E E. Entonces: 
( 1) u .1 y, u _l_ w, entonces 
u _L (91/4 Y + fl.,w), para todo 'X, 1,4.. E R. 
(2) Si u _L y, entonces 
iu+ yi --'• iu - yi= iu I+ i y i = II u I - I v II = iui v ivi 
(3) Si [u + Y i =Ni - vi , entonces u _Ly 
Demostración. 
(i) 	Si u _Ly 	y 	>k e R, entonces u _L )v. 
u _L w 	y J-€ tR, entonces u I_ p. w, luego u±( X y + 1.. w) 
(2) d) 	101 	V 	ivi = ill I 	+ 	IV 1 
En efecto, l u I + pi = lit I y 117 l + lul A lv I = lul Ylvl 
b) 'ni V iv I = lio i 	- 	iv 11 
En efecto, Hl y (vi = + (vi + Hui - 11 ] 
. J2- [id' v M + 1(u)  - lv in 
Por lo tanto 2 [iu I Y (vi]-  ( lu I y 	lv 1) = Ilu I - 	I v li , 
luego lu 1 v Iv I = 	ilu I - 	lv II . 
c) lu + yi = fui + lyi 
En efecto, sabemos que lu + vi  ‘. lu I + 
y también 11u 1 - i v 11 = lu 1 + 1171 
,- 
Ahora probaremos que 1111 + 	Ivl < lu + vl 
Como hui- iv ii‘ lu + y i , entonces iu I + 1 y I,‘ (u + vi,  luego 
lu + vi = lu I + lv I 
d) iu + yi = iu - vl 
En efecto, l u - vi = i u + (- Y) I =I uI+1-v I = I u I+ I v I , 
luego lu+yi=lu-yi 
(3) Supongamos que 	lu + vl = Ici - vi 
lul A Ivi = -1 [tul + ivi - hl - II] 
=f 	clui + 'vi - Pui + i v in 
- f [lul + 	lv 1- ( 	lul + lv I) ] 
=0 
Luego u J. v 
Proposición 1.8. 	(Teorema de descomposición de Riesz). 
Supongamos que en el espacio de Riesz E 
resulta: 
lul < 1 v i + ... + vni . Entonces, existen 
u G E 	1u1 < 	v1 (1 = 1,2, ..,n)]. 	1 1  
y u = u1 +...+u . Si u es positivo, los u1  pueden seleccionarse n  
positivos. 
Demostración. (Por inducción) 
Si n = 1, entonces se toma u1 = u. 
Ahora, verifiquemos el resultado para n = 2 	Supongamos que 
(u(< 1v1 + v2 1 , y sea ul  = (u y - Iv i  1 ) A 1 v i l , entonces 
u l 	< 1v1) y -cil  = (-u A 1v 1 1 )\/-1v1 1 < 1v 1 1 , luego 1111 Rz iv il 
Ahora, pongamos u2 = u - u1 , entonces 
	
u2 =  u-u 	u I = + (-u 	^ 	11.'1 1) v - 1v 1 1 
= (u + (-I; ^ (vil) y (u - (v i l) 
= e ^ (u + pr ipv(u - pr ii) 
Pero fui< 1v 1 1 + 1v21  ' entonces 1 	11 -1v21 	u 	1 17 11 + 1v2 1, 
luego - 1v2 1 = (- 1v2p ^ e < (9 + 11111) /‘ e < u2 < 6 y (u- Iv ip < 1v21 
I I 
Por consiguiente 1u21 	Iv21 
Finalmente, supongamos que u e E+ 
ul  = [u V (-v )-1 	v 	con v 1 1 1 e 
= 	u Av1 ' < u. 
Luego e < u1  < u. Como u2 = u - u1' entonces u2  > e. -' 
Con este preliminar, la demostración es inmediata. 
Definición 1.6. (1) Se dice que el par (D, < ) es un conjun- 
to dirigido si: 
(a) < es reflexiva 
(b) < es transitiva 
(c) para todo 	iD, existe 	D: c(‘ 8 Y p 
(2) Una red en un conjunto parcialmente orde-
nado es una aplicación de un conjunto 
dirigido (D, 	) en X* 
u: (D, ( ) 	X 
0‹, 	u(X ) = ucl  
y que anotamos 	110( 'lel e D 
(3)  
o simplemente 	.1 u«  
Una red 	« }z< e 	D 	se dice crecien- 
te (resp. 	decreciente), y se denota por 
(resp. 	u 	) 	si: 
Para todo 	ç ,p e D 	: .=:f> u o( 	< 	up (resp.«(p .4>uf, < 11). 
Observación 1.2. (1)  La notación 	uc< / 	< 	u 	significa que 
ute / y u es una cota superior de D 
(2)  La notación um. 	u significa que 
cid, / y u = sup 	1.1.( : 	e D I 
(3) La notación u\ u significa que ucA y u = inf {uo :d,E. D c< 
P,roposición 1.9. Sean 	1.1 0/ } ep y { 	Ive 	, dos redes en 




(4)„( 	 , + V 	f  II I y, 11)1(111((... 	yr, t 
D. DIO .1 I 
( I) su obvids 
(3) Sean 	uok 	 dos redes D 	Ivp 	 ” 
en un espacio de Riesz E. Consideremos 
el conjunto dirigido producto 
D x D' = (i,p) :€D 	peD' 	, 
donde ( t.< , 13) (0C 	si, y sólo si, 
	
‘ 0(' Y 	f; 
(a) 
	Demostraremos primero que 	tia( + 	vf3 
En efecto„ supongamos que ('X, p ) 	(D(',1 ) con 
( ,x 	(«,p 	eDxiv, entonces (..< .‘• uk. 	b(r.. , luego 
u0( 	%L e y, 	vp, 	, por lo tanto uoz + v 	u uz 	v, 
Así pues utx + v f 
(b) 	sup 	u + 	c4e D pe D'1= suptu.1:0( e DI+ sup t vF, p e D,  









u, entonces - 	\ -u 	y u - 
u, 	\.O, 	entonces 	), tic( I ?c.0 
V 	/ 	y, 	enton((,11+/ p 
Así hemos probado que su,x + ye, / u + v. 
(2) 	Seai u 	una red en un espacio de Riesz E 1 L 
Es claro que Xue< t . Por otra parte 
sup 	19,ucl: c< e D } = 	sup { tic( : o( e D } = 9,u para todo 9, ?„ O 
Luego 	)kuol / ?tu. 
(4) 	Sean 1 u c< }c(e D Y t yr, jpeD, dos redes en un espa—
cio de Riesz E, y u, y e E. 
Sea p e D', es claro que ux + y, 	u + y para todo 
r 
cx e D, entonces 	yr, .( (u — ue( ) + y, por lo tanto 
vp 1 inf / u — u 	: 
.-‹ 	,..< e DI + y, por consiguiente 
y g 4 e + y = v. Así hemos probado que y es una 
cota superior de 	1V lp e D' 
Supongamos ahora que vi, ‘, h para todo 	e D', entonces 
yo + u.,< ‘, tic< + h para todo ..x CD, por lo tanto 
sup 	{ uuf + yp : 0/ e D, p e D' } 4 sup 1 u,x + h : ....< e D} 
=- sup { ua( : s.); eD}+h 
= u + h, 
luego u + y < u + h, entonces y .‘ h. Así pues 
Proposición 1.10. Sean 1 u o< 	e D 	 dos 10( 	Y 	vf, lp,€1211  
redes en un espacio de Riesz E, y u, y e E 
tales que 	u<  I( u y yo 1 	v. 
Entonces 
( 1) 	U V yr, 
')( 
(2) u Av 
I.3( 
t u V 
u Av 
En particular se tiene: si u I u, entonces u N/vi uv 
Y u AV f U A V . 
Demostración. 
Sea D x D' el conjunto dirigido producto, y sean 
( o( , p ), 	oe , 	) 	oxp'. 
(1) Sea ( o , f 	) 	, 	, entonces 0(‘,0‹.  Y p 	13' , Por lo 
tanto 	u < u 	y 	v<v. , luego uul V v < u , V v,„. 
Así pues u0( V v,, / 
r 
, Ahora probaremos que u y y = sup { u„( y vp 	,v, e D, p e u ' } 
Eso cit.( Lo, - (a) 	U 	r• 
	
uC 	''' U P I I 1 Lodo 0/ e 13, y v 	<r, y para 
todo 	I% e D', colon« s 	11 	V yr < II V yr, y u V Vp ,‹ U V V 
para todo (€D,ci 	p e 1) ,  
Luego uoi. y vp < 	u V y para todo o( e D, 	P CD'. 
(b) 	Sea w cota superior de {u y 0( 	vL r 	: 	o ( e D, 	P e D' , 
entonces 
u o( < ui) V V p...< w y vp < uul V vp e , w para 
todo 0( e D, 	p e D' 	Por lo tanto u < w y y < w, 
luego u V y < w. Así hemos probado que 
u v y = sup { 	vu V 1  o( 	: o( e D, 	p e D' I 
(2) Sea ( 0, 	) 	( k<1 , 	) , entonces o( 	y  P 	por 
lo tanto 
ue< < uot i y vp <Vi , para todo 	, o(' e D 
	
P 	e D'. 
Luego uw 	vts < 	A vp. , para todo 
ot 	e D ; 	p ,p. e D'. Por consiguiente 	uc<A v, 
Por otro lado 
sup {uct 	vp 	:o 	e D, p e D' 	= 	sup 
= u A v. 
Así hemos probado que 	uo A vp ( 
Definición 1.7. 	Una red 	uo< 




en un espacio 
b CD' r 
de Riesz E, 
se dice convergente en orden a u e E, y se 
denota por ucl 	o- u, si existe una 
red 	4v 	e D en E tal que •••• 1.4  
Iucx - ul 	yo( para todo o( e D con vu( NI  e 
(ambas condiciones se denotan lu - ul 	vo( e ) i 
	
Proposición 1.11. 	Sean lu} 	 ieDdos redes en a( D 	'Pis /)  
un espacio de Riesz E, y u, y e E. 	Enton— 
ces 
(0) u 	y u 	y, entonces u = 
o u u, entonces u« 	u 
u / \ 	Y u (o) entonces u 	u o u u 
respectivamente. 
—a. (4) Si 	(,) ..0 o( 	
(e) u y vp ---9.- y, entonces 
(o) (a) X ucx + 	)...... 5  .-- .7-,7.7.-- 	u + ki. y para todo  
(b) to) u 	V vp (0-7--- u V y y u A ec •-4 	
(.1 vp (.7705 ..) .-- u A y 
+ (0 + — (u) — 	 (c) (c) u ---—u , u 	). e< ---- u c‹ 	 y 	1 liad 
--,.... u 
(5) 	Si 	(o) u y ue( 	w para todo o(i 	, entonces 	w 
Demostración 








uol \( u 
u 	/ 	o 




LI « —›-y, entonces existe Y' \ e en E tal que iu.4- vi  S y' ol  
Ahora lu - vi = I (ti c< - u, + (y - u)1 < I ucx- u i + i u,x- vi 
< y + y' , 
Por lo tanto existe v.< + v.(  = wo( \ e en E tal que 
e (iu-vi(woc , entonces 
e <iu - vk inf wo( = e, luego iu-vi =e. 	Así pues u = y 
(2) Sea { u 
111 }X e D 	una red en E, y u e E. 
Supongamos que 	ucx 7( u, entonces u - u \ e, luego existe o( 
una red wul = u - u‘A e en E tal que i uo(- u i . wo 	Así 
hemos probado que u — (0)--)- u. a 
En forma análoga se demuestra para uol \ u. 
(3) Sea 1 t.10 IQ( €D  una red en E, u e E. 
(.) Supongamos que u,‹ I y 	u --1-- u. Probaremos que u / u. en 	 01 
En efecto, uQ( -11 -9- u, entonces existe yo( \ e en E tal que 
(u - u l < v‘x para todo e< e D. 
Pero 	He< - u I .( yek si, y sólo si, -vix. ‘ uurs- u y u,‹ - u ‘ vu( 
para todo 	o( e D, por lo tanto 	u- u < e para todo 	o( e D, ol 
luego e es cota superior de { ual- u } 
Sea y' cota superior de lu - 
	
u I 	Como -v0( < uoc - u 	y' 
para todo o( e D, entonces y' es cota superior de  
Pero sup{_ vot : o( e 14 = - inf ./v0( : c< eD1= e , luego e ..• y'. 
Por lo tanto e = sup tuoi u : 1:1 e D Ii = sup ku + 0( 	(-u) . «el)} 
= sup -lucil : 01 eD 1 + (-u), 
luego 	u = sup / u : 0( e D } . Así pues o( 	 ucl / u. 
En forma análoga se prueba que si u«  
entonces uot u. 
(") y 1101 	u, 
(4) 	Sean {u« }«e D 	Y {vp/pe D' 	dos redes en E, u, y C E 
Y 	, .e R. 	Además sea D x D' el conjunto dirigido produc- 
to, y ( 	, p 	e D x D'. 
Supongamos que: 
u0( ---0-(°) 	u, entonces existe v \ e en E tal que (u4- ul‘ 	, y 
v 	v, entonces existe vi \ e en E tal que fs 	 Ivo - vi .1. 
to) (a) Probaremos que 2, 114+ p. vis 	2. u + 	v. 
En efecto, 
I u«+ 	vr.) - 	9.11 +p.v) 1 -<1 	+ 1)-1  (vp - v)1= 
= 	1?.1 (11,x - u 1 + 	1 vp, 	- v 1<1N1 vo( + 	1)11 Vj  
luego existe 	ws = 	1V 	+ It.L1v \ e en E: 
	
I ( 2k u,x+ P-v ) - (X u + 	Y) 1 < w 	con S = ( 	)eDxD' 
; 	+I I - 	-1 (b) Es claro que I 	- u ;quo( ul y wat. - u I 	luo/ - ulpara 
todo 	oZ c D. 
(o) Probaremos que u« y y 	> u V v. 
En efecto, 1 u« V yp - u V y 1 = 1 (u,„( - 9++v -[(u - v)++ vji= 
= 1[(u«- 5,1)+ - (u - v)+ ] + (ly y) 1 
• 1 (u« - vp)+ - (u - 37)+ 1+ Isr4 - y1 
• 1 (u« - yp ) - (u - y) 1 + 11/1  - y1 
itiocul+ 2ivf,-vky +2y' P 
luego existe ws, = voz + 2 vt's \ e en E con 8 = 	E_ D x D' 
tal que 1 ucx V 	- (u v 	ws 
Ahora probaremos que ) uo( A v 	u A v • 
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En efeCto, 
i u A171- U A vi=lu +v
P
- u vV- (u+y - uVv)i P 
= i(u,4+ vo ) - (u + y) + (uvv - u„yyl  
i (u,x - u) + (yr, - v)i + fu,vví,- u y 
	
I u 	- ul + 	- vi +1u.m. v vt3- u v 
+ vp + ws 1 e en_E, 
luego u j 	yr) --).-(0) 	u A v. 
(c) Son inmediatas 
(5) 	Sea 1 uo( 	e D una red en un espacio de Riesz E; u, w c E. 
(o) Supongamos que uck 	u, entonces existe w e en E 
tal que 
	




-todo o( 	(XI. y - wy‘  .<.. 	u 	-u c( entonces -w ‘. u- u -<_ w - u a 	o( 
para todo o( 	, luego e ‘,.. w - u. Así hemos prpbado que 
u -‘. w. 
Proposición 1.12. Sea {u,.1}0( D una red en un espacio de 
Riesz E, y u, y e E. 	Entonces 
to) (1) Si u1 y y uy, 	u, entonces u 1 y,  
(2) Si u‘x f u y uy, 1 y, entonces u 1 y 
Demostración. 
(1) 	Supongamos que, ut,( 1 y, entonces Iu‘x  I A lv l= 8 	para todo 
(o) o( e D; y u 	u, entonces existe 17,/ \ 6 	en E tal que 
- u I .< ve( 	para todo 	o< e D. 
Por otro lado i u 	= I -u J 	I uok- u + (-u« ) I 
‘duc1/4-ul +pol i 
< ye4 + I u0( I 
luego l u I < v.x + I ua I , entonces e < lul A (vi S. (vx + luex pnv 
A Ivi+lucl i A Ivl 
Por lo tanto e 	lul A NI' v M y ! ' o( 	
.-- »,. v , luego ,1( 
Así pues lu I AH =8,0 sea, u 	v. 
(2) 	Es inmediato. 
Lema 1.2. 	Sea (E, ( ) un espacio de Riesz y A P... E. Entonces 
(1) Existe una red 	ul 	en E tal que 	ult y A ql /ull, y ade- 
más, A y {up}poseen las mismas cotas superiores. 
(2) Sea {up} una red en E con u, t y si up 	es un elemento 
cualquiera de {up :leu 	entonces { u11 : u > u 1. Además o. 
{ur 	y 	up : 	uís > ulAposeen las mismas cotas superiores. 
En particular {up } posee supremo si, y sólo si, 
up- up : u 	u Itiene supremo en El» . 
Demostración. 
Existe n 	N, y sean a 1 , 	an e A. 
(1) 	Sea D = {p : p = a , 	, an 	( todos los subconjuntos fini- 
tos de A). 
Consideremos en D, la relación 	= 	Es claro que 




P= {ai,...,an } = sup { a l‘i‘n 
esta relación está bien definida puesto que E es de Riesz. 
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Si 	t = { a}con a e A, entonces u = sup {a 	= a, luego 
up = a. Por consiguiente A _.... tu0 1 	. Además, si pi .p 2  p pe D 
entonces f) i  _ _ 13 2. Por lo tanto sup fs i < sup 2 , luego  
Por consiguiente upt 
Además si h es cota superior de A, entonces para todo 
= {al  ,...,an 	al 	h, por lo tanto supp < h. Luego h es 
una cota superior de 	up 	e D . Recíprocamente, si h es una cota 
superior de 	up /pe D, entonces 	h, para todo r e D. Por 
lo tanto a < h para todo d e A, luego h es cota superior de A 
(2) 	Sea 	tu c5 11 en E y 	lut 
(d) 
	Probaremos que 
En efecto, sea D' 	r, 	D : u 	urcl, es claro que D' es un 
conjunto dirigido y la escribiremos tup 19€ D, Sea ahora 
G D', p 	, entonces u 	up, , luego { up: up 
(b) Probemos que {up > 1pe D Y { up : ul  .> ule } poseen las 
mismas cotas superiores. Sea h cota superior de {up}, 
entonces up < h, para todo r e D, por lo tanto up < h, 
para todo P e D'. 
Luego h es cota superior de {up : p e D'} 
Sea u cota superior de jup 	u < lb 	 P u o • Sea  
up e { uf, : p, e DI, luego existe Pi e D tal que m N. y  
Como la red es creciente, ul  < ull 	y upo < u5e, entonces 
up2 e { ul  : ul  < Lily por lo tanto 	Upa 4 u, luego 	u. ..,.. u. Así 
pues u es cota superior de {up :1 e DI 
Además s = sup {up : p e D} 4==(> s = sup {up: up > up.  }.1----c> 
.1--1>s = sup 1 5- up.  : u fa ..›) upo } + u Pc. 
(3) sea (x, 9 	fL ) 
= {r 
(c;p 	), +, 
eS Niel O (II' 1110d Uld 1 1 j0, O < p <cn , Y Sed 
r E.fit 	Y 	1 	1 PI' 	. 	Ln tone es 
( ) es un espacio de Riesz. 
un 
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Ejemplo 1.1 (Los espacios de Riesz). 
(1) Sean 	x &(1) , 	F(x) = f / f : X 	R, f función , 
con (f + g)(x) = f(x) + g(x), para todo f, g e F(X), x e X, 
( 91/4 f)(x) = 7. f(x), para todo f e F(X), x e X, `;\ e R. 
f 	'-g, si, y sólo si, f(x) 	g(x) para todo f, g eF(x), x e X 
Entonces, (F (X), +, 	) es un espacio de Riész. 
(2), Sea E = R2. En E definimos el orden lexicográfico < , por 
, Ç 	si, y sólo si, (0(<S ) V (o(=8 	fl <6 ) 
2 
Entonces, ( R , ( ) es un espacio de Riesz. 
CAPPFULO II 
IDEALES Y BANDAS 
ESPACIOS, DE' RIESZ ARQUIMEDIANOS 
2.1 SUBESPACIOS DE RIESZ, IDEALES Y BANDAS 
Definición 2.1 	Sea E un espacio de Riesz y S c= E. S se 
dice: 
(1) Sólido si: para todo u, v e E; u E S, Ivk luí, en-
tonces v e S 
(2) Equilibrado si: u e S, entonces 9Lu c S para todo 
91/4 e R con 12k 1 
De la definición anterior se deduce fácilmente la siguiente 
proposición: 
Proposición 2.1 	Sea S un conjunto sólido en un espacio de 
Riesz E. Entonces: 
(1) lul , (14- , u- 	S para todo u C S 
(2) S es equilibrado. 
Definición 2.2 	Sea E un espacio de Riesz y K un subespacio 
vectorial de E. Entonces: 
K es un subespacio de Riesz si para cada par u, v e K, 
supE(u, v) e K. 
(2) K es un ideal de E si,K es sólido 
(3) K es una banda de E si K es un ideal de E y si para todo 
A c= K, A # O, existe supA e E, entonces supA e K. 
(4) K se denomina 	- ideal si K es un ideal de E y si 
para toda { f K, existe f = sup f en E, enton- n In 	— 	 n>1 n 
ces f K 
Proposición 2.2 
	
	En un espacio de Riesz. se Verifican sola- 
mente las siguientes implicaciones 
banda -r-,•-•=r> 0- - ideal -.4> ideal -.4> subespacio de Riesz. 
Demostración. 
Las implicaciones, banda '>'.7-3.deal ..=t>ideal, son consecuen-
cias inmediatas de la definición anterior. 
La implicación, ideal ==C> subespacio de Riesz, es una conse-
cuencia de la proposición 2.1 (1). 
Ejemplo 2.1 Los siguientes ejemplos garantizan que las inclu-
siones de la proposición 2.2 son propias: 
(1) (Un subespacio de Riesz que no es ideal) 
Sean X # 0, (X, '15 ) un espacio topológico. Consideremos 
el siguiente conjunto -.f(X) = 	f. X 	f función /. 
Entonces el conjunto 1(X) = f E 97(X): f es continua } 
eh un subespacio de Riesz, pero en general no es un ideal 
de X).1( 
(2) (Un ideal que no es a- -ideal). 
Sea el siguiente conjunto "s( [o, 	{f: 	 f continua 
Entonces el conjunto E = feC( [0, 1] ): f(0) = O / es un 
ideal, pero no es 0-ideal de (;([0, 1] ). 
(3) (Un a- -ideal. que no es banda). 
Consideremos el siguiente conjunto 
E = Gri( [O, 1) ) ={ f: [O, 	 f Lebesgue integrable 
Entonces el conjunto N = {fec.(( [0,1] ): f = O C.T.P 
es un 11"-ideal, pero no es banda. 
Proposición 2.3. Sean E un espacio de Riesz y K un subespacio 
de Riesz de E, son equivalentes. 
(I) K es un ideal. 
(2) para todo u,veE :0,1,( u,ueK, entoncesveK 
Demostración. 
(1)=>(2) Es inmediato, puesto que K es un sólido. 
(2)==,C>(I) Probaremos que K es sólido. 
En efecto, sean u, v CE : iv i‘i u 1 , u eK. Como 
K es un subespacio de Riesz, tenemos que lule K. 
+ Luego se tiene es< v+ .11 1v ).111u1 entonces v e K, y 
e< V- < (vi‘lul entonces v - e K, 
_ 
por lo tanto v=v+ -v e K. Luego K es un 
ideal. 
Proposición 2.4. 	Sea E un espacio de Riesz y K un ideal de 
E. Entonces son equivalentes 
(I) 	K es una banda de E 
(2) 	para toda red luel Ler 	K, e ‘. uol 	u en E, entonces 
u 	K. 
Demostración. 
(1)=4>(2). Es inmediato, puesto que K es una banda. 
(2)==>(1). Sea O 1 A QK tal que existe supA en E. Como 
K es UD ideal, K es un espacio de Riesz. Luego 
por el lema 1.2, existe una red {u<  }en K 
tales que { u}  €D y A poseen las mismas cotas 
superiores, entonces supA = sup u . 	Sea 
eceD ''' 
u«0 e { uo( 	e D 	, entonces 
{ uw : 9(e D,u0( ,,luo( }14 y tiene las mismas cotas su- 
periores que 
{u« 	D , luego sup {u Ke.D,uc< >u 	supu,1= supA. 
Sup j upc uxe D 1(1,1  >utz. } = sup 	utx.: uo( ?.. u j+ u<, 
pero e 	u 4 sup u- u : u :;.-u } Como Ut, I 	a 	Oto 	al 	a(e, 
—
X 
 e K, entonces por (2) 
sup 111.1 - 	u 	>u,..1. €E, por lo tanto 
sup - 	1.1,1 ua. K. Luego 
supA = sup 	(1.0( - ul. 	u0( .›uc‹.„1+ u 	e K. 
Así, hemos probado que K es una banda. 
Proposición 2.5. 
	
	Sean E un espacio de Riesz y (S)€.y 
una familia de partes de E. Entonces: 
(1) Si S es subespacio de Riesz de E, para todo le.7y, 
entonces ej  S i es subespacio de Riesz. 
(2) Si S es ideal, para todo ieVy, entonces n s. es ideal 
ej 
(3) Si Si es banda para todo iEí y, entonces n S es banda 
e'J 1  
Demostración: 
Son consecuencias inmediatas de las definiciones. 
Proposición 2.6. Sea E un espacio de Riesz, y sea A 	E 
Consideremos los siguientes conjuntos. 
I ={B 	E : A 	B, B es ideal } 
J =D 	E : A 	D, D es banda } 
entonces: (1) f i es ideal 
(2) ni- es banda 
Además, ni (resp. rI J) es el menor ideal (resp. banda) 
que contiene el conjunto A. 
Demostración. 
Se deduce de la proposición 2.5 
Definición 2.3. Sean E un espacio de Riesz, y A 	E. Los 
1 conjuntos I(A) =r1113 	E : 2“:" B, B ideal} 
b(A) .4-1)11) c.: E : Ac= D, D bandal 
se llaman ideal (resp. banda) generado por el conjunto A. 
Si A consiste de un solo elemento u, el ideal (resp. banda) 
generado por u, se llama ideal (resp. banda) principal, y lo denotare—
mos por I(u)(resp. b(u)). 
Proposición 2.7. Sean E un espacio de Riesz y A 	E. 
Entonces 
	
3 u , 	, un  e A 
I(A) = 	e E lul‘Z'?1 I di 
Es particular, si u e E, entonces I(u) =1v e Ei3›,0: vku 
Demostración. 
(a) I(A) 	0, puesto que 9 e I(A). 
En efecto, sea 2k1= 	= O, entonces I9i 	uil 
1=1 
(b) I(A) es un subespacio vectorial de E. 
En efecto, sean v, w e I(A), entonces existen n, m e N; 
existen 	 e A, y wi,...,wm e A, además existen 
›,n 	O, y y1-1 ,..y.. 	O tales que 
n 
77 
i v i < L 	''i I 17 . I , 1 	1 w i ‘. 7.:1_, 51  iw j I, entonces 1=1 J=1 
in 
v + wj<, ¡vi + iwj ‹. 	X 1 I vil + 	>1 /13 Ij 
3=1 
reordenando se tiene el resultado, o sea, v + w e I(A). 
Sea •XeR, u e I(A), entonces existen ul,...,un e A, y 
> O tal que n u]. 1 . 	Sea ahora 19,u ¡=INIlul< 
II 2̀  Z5‘i I ui ',entonces 191 /4u1 	>119d( 	1) I ui  conl XI("1 /41) 
i= 1 	 i=1 
luego 	e I(A). 
Así hemos probado que I(A) es un subespacio vectorial de E. 
(e) Claramente I(A) es un sólido, así pues I(A) es un ideal 
(d) A 	I(A). En efecto, sea a e A, luego existe n = 1, 
= 1 : 
I a 	Z 	
tal  = I a 1, entonces a e 1(A). 
1=1 
Ahora, sea C otro ideal tal que A C. Probaremos que 
n 	I  
I(A) C= C. 	En efecto, u e 1(A) ...<>1u l< 	^1 luil con 
1=1 
u1n 6 A; 	, 	 O, luego ul''un e C, entonces 
	
1 n 
luil e C. 	Como C es sólido, se tiene que u e C. 
1=1 
Así I(A) g; C 
Proposición 2.8. Sea F un ideal de un espacio de Riesz E. 
Sea 
H={u e E/ existe una red {u 	cl F 	:ø 	up1 /4, 1,  u 
entonces: 
(1) 	Para todo u e E
+ : u e H si, y solo si, u = sup w e F: 9'w 	u 
- 35 - 
(2) 	b(F) = H 
Demostración. 
(1) 	Sean B = {u 6 E
+ existe una red luF:9 4 u 	u } 
y, C = { u € E
+ 
u= sup 	eF: 9 <1“- ‘41 
Probaremos que B = C 
En efecto, sea u e B, entonces existe 
lu gIF : 9 < u t u. 	Es claro que el conjunto 
{ w eF : 9 	w(. ul esta acotado superiormente por u. Sea y 
otra cota superior del conjunto{weF : 9 < w < ul, entonces 
para todoye{w e F . 9 < w 4 u}. 	v. Ahora 
9 < ucx 	u, .1u, 	E, impliLa que uot elw 	9<we'ut 
entonces u < y para todo 	, por lo tanto u <y 	Así pues 
u = sup 	w e 1! 	9 	w 	u 	, entonces 11 
Ahora probaremos que C c.- B. 
En efecto, sea u 	, cii1oncc. u e E : u= supwc.F:9-ws5u} 
SeaA=w eF : 9 	w< u 	cLaramente (A, 	) es un conjun- 
to dirigido, puesto que F es un ideal. 
Si 	w1, w2 e A, entonces 9
<w 
1 
 <u y9 < w2 
	u, luego 
9 	w 1 y w < u y 2 	wly w2 
e A. 
Consideremos la red 
(A , ( ) 	A 
w 	 ww = w 
luego tenemos que 9 	ww 	u, entonces u e B. 
Así, hemos probado que B = C 
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(2) (a) H -es sólido. 
En efecto, sea v e E, u eH, Ivi.,<_ I u I entonces 
iu I A I vfr-Ivi 
u e H, entonces existe una red 
{ uus Isx. F F : 9 < u f 1 u I, por lo tanto o< 
O < ucx AlvIlluInivI . 	Pero I tic( IAIvI<Iu«.1= u,..1 e F ' 
como F es sólido, entonces u A IvIeF para todo 
Luego existe una red 
{ u0( AM '1 Q F : 9 ‘ uu( A IvIfIvi 	, entonces 
y e H. 
Así hemos probado que H es sólido. 
(b) H es un subespacio vectorial de E. 
(b.1) Sean u, y e H, entonces existen dos redes 
{uo }gF ylvjg_F tal que 
O ‘urx hul y e ‘ v„( 1 ivi por lo tanto 
O ( %c+ vul pu l + Iv l con {u + v IcF 
luego Iu I + Iv) e H. 
Perol u + v)<I u ) + l v ), y como H e3 sólido, 
se tiene que u + y e H. 
(b.2) Sea X€R, u e H. Probaremos que )u e H. 
En efecto, sea u e H, entonces existe una 
red 
4 u jg,..F : e < Lk t 1 ui , luego 91..I.4 tk) f 1),u ) 
Por lo tanta existe una red 
elNu,( / p\ u I, 
luego "ku e H. 
Así pues H es un subespacio vectorial de E. De 
(a) y (b) tenemos que H es un ideal. 
(c) Ahora probaremos que F c= H 
Sea u e F, entonces 1u 1 eF, luego existe una 
red tuilM : e < %pul, con  
por consiguiente u e H. 
	
Así pues F 	H. 
(d) Ahora probaremos que para toda red 
111,4(15H : 
	u<fu en E, entonces u e H. 
Sean C 	e D 
Y 	E = {v e F -3()( e D 9 	v 	u} 
Claramente D 0 
(d.1) C y 	E poseen las mismas cotas superiores 
En efecto, sea h una cota superior de C,enton— 
ces 	u( h para todo o< e D. Sea v e E, en— 
tonces existe O( e D:9 	v 	ux , por lo tanto 
✓ h, luego h es cota superior de E. 
Sea ahora w una cota superior de E sea o(oe D, 
entonces existe 9 ( vr, / 1101. , por lo tanto 
✓ e E, luego u, 	w. Lo cual prueba que w P 
es una cota supeior de C. Así pues 
u = sup C = sup E. Por consiguiente existe una 
red 	{zy› }F :e ( Z / u =1u) 	, entonces 
u e H. 	Así pues H es una banda que contiene a F. 
(e)Finalmente, probaremos que H es la menor banda que 
contiene a F. 
En efecto, supongamos que G es otra banda que contie- 
ne a F. 	Sea u e H, entonces existe una red luj q; F : 9 
lo cual implica que existe {utx 	G, por lo tanto l ul e G, 
luego u e G. Así pues H 91 G. 
Todo lo anterior, prueba que H = b(F). 
Proposición 2.9. Sea E un espacio de Riesz y A C: E. 
Si T .n1B Ç E : A C-1 B, B banda 
entonces T = b (I(A)) 
Demostración. 
Como T es una banda, entonces T es un ideal y además A 
por lo tanto I(A) g.: T. Pero b(I(A)) es la menor banda que con- 
tiene a I(A), luego b(I(A)) 	T. Por otro lado, como 
A q: I(A) 	b(I(A)), entonces b(I(A)) es una banda que contiene 
a A, pero como T es la menor banda que contiene A, se tiene. que 
T g: b(I(A)). 
Así, hemos probado que T = b(I(A)). 
Proposición 2.10. 
	
	Sea E un espacio de Riesz, y sean A y B 
ideales en E. Entonces A + 8 es un ideal 
Demostración. 
(e) Claramente A + B es un subespacio vectorial de E. 
(b) Probemos que A + B es sólido. 
En efecto, seanueE,veA+Btal que lu Klv 1 	Como 
v eA+ B, existenaeA,beB:v=a+ b, así tenemos que 
u I 	la + b1 , por la proposición 1.8 existen 
- 
ub 	lua N1a1 , 	1bl y u=ua +ub. 
Pero Ay B son sólidos, por lo tanto ua e A y ub e B; 
luego u = m a 	u 
+ u, 	A + B. 
Así, hemos probado que A + B es un ideal. 
Proposición 2.11. 
	
	Todo ideal de un espacio de Riesz, fi- 
nitamente generado es principal. 
Demostración 
Sea E un espacio de Riesz, y u, y e E. 
(a) Primero probaremos que I(u) = I(1u1). 
En efecto, claramente u e I( 1u 1 ), luego 
I(u) 	I( lui ) 	Sea ahora y e I( IU 1  ), entonces 
existe 	 () tal que 1 v 1 	5,1u 1, por lo tanto 
y 	I(u). 
Así, hemos probado que I(u) = 1( 1u1 ). 
(b) Afirmamos que 1(u) + I(v) = I( {u, v ) = 	lv i) 
En efecto, sean u, y e I(u) + I(v), entonces 
1 u] A 1 y 161(u) + Ey), luego 
I( 1u1 y 1v))g 1(u) 4. 1(v). 
Ahora, sea z e I(u) + Ey), entonces existen 
zu e I(u), zv e I(y) tal que z 	Z +Z 	Por = u 	y. 
la proposición 2.7, existen 
11. , )1 ' 
	
l
zu I ‘. 911 u 1 ,Izv i‘ 	1 , entonces 
zv i< 	-9:11.«(>1 /4 +A1 )(1u1 Vivi). 
Por lo tanto z e I( u 	y 	y). 
Así, hemos probado que I(u) + Uy) = 1( luj y 1171). 
Ahora probaremos que I( { u, v } ) = 1(1u 1 
En efecto, como u, v e I( {u, v}), entonces 
1121, 1v1 e I( {u, yi), por lo tanto 
v (/), luego 
	
I(1u 1 y 11, 	qii( lu, v1). 
En forma análoga se prueba que 
I( { u, v}) ,1-1 I( 1121 Vivi ). 
Así pues I(u) + I(v) = I( {u, v}) = I((u y (vi). 
Ahorafácilmente se prueba por inducción que 
e E, entonces I( 1 	un) = I( V lu p, lo que 
1=1 1  
si 
prueba la próposición. 
De la proposición anterior se deduce fAcilmente el siguiente 
corolario: 
Corolario 2.1. Toda banda de un espacio de Riesz, finita-
mente generada es principal. 
2.2. HOMOMORFISMOS DE RIESZ. 
Definición 2.4. Sean E y M espacios de Riesz, Y 
T7r: E ---*- M 
una aplicación lineal, Ti- es un 
( ) Homomorfismo de Riesz; si u Av = O en E, entonces 
TT(u) A rT(v) = O en M. 
(2) Cr - homomorfismo de Riesz; sirres un homomorfismo de 
Riesz y un (o)  O en E, entoncesn(un) (o) o en M 
(3) Homomorfismo normal de Riesz; si ríes un homomorfismo 
	
de Riesz y u 	(°)) 9 en E, entonces TT(usx )  (o),  9 en M. 
(4) Isomorfismo de Riesz; siTTes un homomorfismo de Riesz 
y Tires biyectiva. 




una aplicación lineal. Entonces las 
siguientes afirmaciones son equivalentes. 
(1) TT es un homomorfismo de Ries7. 
(2) TT(u A y) =TT(u) A TT(v) para todo u, Ir C E 
(3) TT (u y y) = TT(u) y TT(v) para todo u, y e E 
(4) TT(u) = [TT(u)] + y TT(Y.1-) = [ TI(u)] para todo u c E 
(5) rT(lu) ) = ITT(u)1 para todo u e E. 
Demostración. 
(1) =1> (2). 	Sean u, v €E. Pongamos w = u Ay, entonces 
541) A (V - w) = (ll - u A V) A (v - u A 	= 
= [(u - u) V (u - y)] A [(1, - u) y (v - Ir)] 
= [9 V (u - v)] f\ [9 	- (11 
V)+ A (u - 	= 
Por hipótesis tenemos que TT(u - w) A TT(v - w) = 
Ahora TT(u) = TT[w + (u - w)] = TT(w) + TT(u - w) 
TT(v) = TT[w + (y - w)] = TT(w) + TT(v - w) 
luego, -17(u) TT(v) = [TT(w) + TT(u - w)] /• [TT (w) +17(v - w)] 
= TI(w) +[TT(u - w) A TT(v - w)1=1T(w) =TT(u A y) 
(2) cf:> (3) Obsérvese que uy v=u+v - u nv para todo 
u, y CE. 
'(4) 't> (5) En efecto, 
= [rulo] + 
= 	I TT(u) l 
= TT(u) + TT(u) 
+[-mu)-I- 
, para todo u eE 
T7( tul) = TT(u++ u— ) 
Ahora TT(u V v) = TT(u + v) - TT( u A v) "FRu)+ T-i(v)]-[n(u)ATI v)] 
=[TT(u) +TT(v) -TT(u)] y U-1-(u) +TT(v) -TT(v)] 
= TT(v) v TT(u) = TT(u) v TT(v) 
(3) ,=> (4) Es trivial, puesto que Fr(u+  ) = TT(u y 9) y 
TT(u-) = TT( -u y9). 
(5) ' 	I> (1)• En efecto, supongamos que u A y = 9, con u, v E. E. 
Como u ^ y = 9, entuniesubv=ny V. 
Por olio ladonAv=nyv- In 	y I= II + y — I ii — y I , I u( ;su 
TT( u) ATI y ) = F( u ) + T-1"( Y ) - 11-1(n )- TV 11 ) I 
	= 	TT(u+v)—I TT(u - y) 1 
= ricti + y) - n( 1 u - vi )= TT(u + y — lu — vi ) 
=n(ti A y) = -n-(9) = 9 
Definición 2.5. 	Se dice que dos espacios de Ries/. L y M son 
Proposición 2.13. 
Demostración. 
isomorfos si existe un isomorfismo de Riesz 
entre L y M. 
Sea T-r: L --9-M un homomorfismo de Riesz, 
y sea S g..: L, si S es sólido, entonces TT(S) 
es un sólido de M. 
Sean u, y € L • ITT(u)I ‘, 117(v) I con y e S, entonces 
r(v)erT(S). Ahora IrT(u)i<irr(v)i si, y sólo hl, 
- 1 T-T(V)i . n(U) ‘ 117(v) I 
Pongamos w = [ (- IvI)V u] A ¡y t £ L, obsérvese que 
1 w 1‘. 1 v 1, entonces w €S, por lo tanto TT(w)erT(S). 
Ademásnw) = [ - I ri(v) l v_ ri(u)11 Al TT(v) i 
1 * n(w) < - ITT(v)IVTT(u) = TT(u) 
* * 	TT(u) -<:- - ITT(v)I VTT(u), entonces TT(u)AITT(v)k TT(w) 
Pero TT(u) = TI(u) All-T(v)i•:.‹.. TT(w). 	Luego por (*) y (**) 
tenemos que T.-1-(w) = TT(u) e TT(s). 
Así, hemos probado que 1-T(S) es sólido. 
2.3 COMPLEMENTO DISJUNTO 
Definición 2.6. 	Sea E un espacio de Riesz, y sea 
0 	D .__ E. 	El conjunto 
Dd = {U E: E 	u 1 y para todo y e D } , 
se denomina el complemento disjunto de D 
El conjunto (Dd)d lo denotaremos por Ddd. 
Proposición 2.14. Sea E un espacio de Riesz y D un subcon-
junto no vacío de E. Entonces. 
(1) Dd es una banda en E 
D n Dd = 0 	D n Dd ={ 9 } (2) o 
(3) D c= Ddd 
(4) D c= B, entonces B
d c=  Dd con B c= E. 
(5) D
d = Dddd 
(6) Dd  = [ b(D)] d  
Demostración. 
(1) (a) Dd es un subespacio vectorial de E. 
d 
En efecto, sean u, v e D,  entonces u 1 w y v _L w 
para todo w e D, por lo tanto (u + y) J... w para todo 
w e D, luego u + v e Dd. 
Ahora sea 'X e IR, y sea u e Dd, entonces u 1_ w para 
todo w e D, por lo tanto 'X u _l_ w para todo w e D, 
luego 2ku e Dd. 
Así, hemos probado que Dd es un subespacio vectorial 
de E. 
(b) Dd es sólido. 





Como y i, D , enlonces y 1 w para Iodo w c D, 
d 
lueLlo u 1 w pdra Lodo w t D, por In Laido u G D 
Por (a) y (b), D
d 
 es un Ideal de E. 
(c) Finalmente, probaremos que para toda red 
1.)
d
. 1%1 .- Ocl • O .. u<x f u en E, entonces u 6  
En efecto, sea {u,x } gl-D
d 
: O < utD, / u en E. 
d 
Corno Go ‘.. u e D , entonces Go ( 1.1x Alw I/ u Alw1 
ok 
para todo w e D. 
Pero u Alwl = O para todo w e D, por lo tanto u( 
u Alwl=e para todo w e D, luego u e Dd. 
Así, hemos probado que Dd es una banda en E. 
(2) Supongamos que D ClDd # 0, entonces existe 
w epn Dd, por lo tanto weD y w eDd, luego w .1 w, 
o sea, 1w  IAI w 1 = O. Por consiguiente D n Dd 
(3) Supongamos que u eDy u ID dd 
u 0 Ddd, entonces existe y c Dd :iu Alv PO. Pero 
u eD y y eDd  , implica que I u Al v I = O, lo que es una 
contradicción, por lo tanto u e Ddd. 
Así,hemos probado que D g-Ddd. 
(4) Sean D y B subconjuntos del espacio de Riesz E tal que 
D 	B. 
Sea u e Bd, entonces u 1 v para todo v e B, por lo tanto 
u 1 y para todo y e D, luego u e Dd. 
Así pues B
d 
(5) Se deduce fácilmente de (3) y (4). 
(6) Como D <II:b(D), entonces [b(D)] d 	Dd 
Ahora, D __Ddd y D b(D), entonces b(D)P_ Ddd, por 
lo tanto Dddd = D c_I L d 	r b(D) d Luego Dd  = rb(D)id  «:-  
Proposici6n 2.15. Sea E un espacio de Riesz, y sean A, B 
y D subconjuntos no vacíos de E. Si 
( 1) A 	B, entonces A _L Bd  
(2) D .1_ E, entonces Ddd I_ Edd 
(3) A 1_B, entonces b(A)_L b(B) 
Demostración. 
(1) Sea u c A, y y E. Bd, entonces w 1 y para todo w e B. 
Como u e B, entonces u _l_v, por lo tanto A _L Bd 
(2) (a) Afirmamos que si D lE, entonces D Ed. 
En efecto, sea u €D, entonces u ! v para todo ytz. E, 
luego u e Ed. Así pues D c Ed, luego por (1) tenemos 
que 	Edd. 
	
dd , 	 dd 	d Si DI Edd, entonces E 	D, por lo tanto E cl D , 
luego Edd 	dd  
(3) (a) Afirmamos que si A IB, entonces A 1I(B). 
En efecto, sean u (...A y y e.. I(B). 
y e I(B), entonces existen y1neBy 
tal que 	I v ¡ 	rx1  yi 1  
1= 1 
Ahora, u I Atv 	A 	«.), V 1 UT I "1'5, 	I 1 11 
1=1 	1=1 
por hipótesis, tenemos que 
1u A rXi  vil= 0 (1 = 1, 2,...,n). 
Luego, 9 	lulbiv l(s 9, entonces lul A y1 = 9. 
(b) Ahora probaremos que A J._ b(B). 
En efecto, sean u CA y v b(B) 
y e b(B) = b(I(B)), entonces existe una red 
{v,..< 1g_I(B) : 9.< 
	por lo tanto 
u JL nl  y 1.7,1t lyl para todo cX, entonces 
u JL II  , luego u 
Así, hemos probado que A _L b (B ) 
(o) Finalmente, probaremos que b(A) JL b(B). 
Es una consecuencia inmediata de la parte (b). 
2.4 SUBESPACIOS DE ORDEN DENSO Y SUPER ORDEN DENSO. 
Definición 2.7. Sea E un espacio de Riesz y K un subespacio 
de Riesz en E. Se dice que K es: 
(I) Orden denso en E, si para todo u e E: 9 < u, existe 
y e K con 9 < y u. 
(2) Super orden denso en E, si para todo u e E: 9 < u, 
existe tunIg.K con 9 ‘', un t u en E. 
(3) Lleno, si para todo u eE, existe v€K con (u1., v. 
Proposición 2.16. 	Sea E un espacio de Riesz, y sea A un ideal 
en E, entonces A es orden denso en Add. 
Es particular A es orden denso en E si, y sólo si, Ad =191 
Demostración. 
Sea A un ideal de E. Supongamos que A no es orden denso en 
Add. 	Entonces, existe u e Add con u >9 tal que para todo y t A 
no se verifica 9 < y ‘ u. 
Como A es un ideal, 'vi Au = ilviA u I..< !vi con y e A, 
entonces 1 v lAu e A para todo y e A, luego I v 1 Au = 9 para todo 
y e A, por lo tanto u e Ad. 
Ahora, u E. Ad y u e Add implica que u e A  d n Add . { e  i , luego 
u = 9 lo que es una contradicción. 
Así, hemos probado que A es orden denso en Add. 
Probemos que si A es orden denso en E, entonces Ad  
En efecto, sea u e Ad, y supongamos que u> 9. 
Entonces u ..1. v para todo y €A, por lo tanto 1 u 1 Al v j = 9 para todo v e A. 
Como A es orden denso en E, existe w e A tal que 9 < w < u, 
entonces w A u = w > 9. 	Pero u c A
d 
y w e A, implica que u/%w = 9, 
lo cual es una contradicción. Luego u = G. 
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Recíprocamente, si Ad =01 , entonces A es orden denso en 
E. 
r En efecto, A 	E, entonces Ed { e} , luego Ed = {_e }. 
Ed = {e , entonces Edd  = 	d 	 f , por lo tanto E g- 	id , luego 
d E = {e 	, por consiguiente E = Add. 
Así, hemos probado que A es orden denso en E. 
Proposición 2 17. Para cada ideal A de un espa( lo de Riesz 
E, el ideal A e Ad es orden denso en E 
Demostración. 
Sea A un ideal de E. 
A g: A Ad y Ad q: A (E) Ad, en tonc es (A E)  Ad)d 	Ad y 
(A E) Ad)d Add, luego (A ID Ad)d 	Ad n Add 	, por lo tanto 
(A (E) Ad)d ={e . Así, por la proposición 2.16, (A t Ad) es orden 
denso en E. 
2.5 ESPACIOS DE RIESZ ARQUIMEDIANOS 
DEfinición 2.8. Un espacio de Riesz E 	es arquimediano, si, 
y sólo si, para todo u, v eE : n y< u, (n = 1, 2,...), enton- 
ces y 	e. 
Proposición 2.18. Sea E un espacio de Riesz. Las siguientes 
afirmaciones son equivalentes. 
(1) E es arquimediano 
(2) para todo u, y e E : n v .<,u(n = 1, 2,...), entonces y = e 
(3) inf{-1  u : n ) 1)= e para todo u €E+  
Demostración. (1) c=1› (2) Es Obvio. 
1 (2) c=41> (3) . Sea u e E+, entonces O < — u, para todo n 	1, luego 
1 9 	es cota inferior del conjunto A = n• u : n ::,.:1, 1 1 . Sea w otra ( 
1 cota inferior de A, entonces w < — u para todo n ..). I, por lo n 
tanto n w 	u para todo n 	I. 
Si w e E+, entonces w = O (por (2)). 
1 	 + 	 1 Si w 1 E+,  w 	u, entonces w T I  I- u = 1-1- u, puesto que 
u CE . 
Por lo tanto nw < u, para todo n 2,11 1, entonces w+ = 9. 
Luego w = w - w = -w, entonces -w e E+,  por lo tanto w < 9. 
1 Así pues 9 = inf .1 —u: n el] 
( 3) c=4>( 1) Sea u, y e E tales que ny 4‘.  u, para todo n > 1. Enton- 
ces 1  n y+ < u+, por lo tanto y+ 	71- u+ para todo n > 1. Luego 
y+ < inf {-1  u : n 
	
}= o, entonces y+ < (9, por lo tanto 
v+ = O. 	Así tenemos que v < 9. 
Corolario 2.2. Todo subespacio de Riesz de un espacio arqui-
mediano, es también arquimediano. 
Demostración. Obvio. 
Ejemplo 2.2. 
(1) 	Sea .5(X) = í f: X 	f es una función con el orden pun- 
tual < . 
Cualquier subespacio de Riesz de :5(x) es arquimediano. 
En -efecto, sea S un subespacio de Riesz de 3(X).  
Sea f, g e S+ : n f < g para todo n 	1, entonces 
9 < n f(x) < g(x) para todo x e X. Luego f(x) = O para todo 
e 
x e X, puesto que R es arquimediano, entonces f = e. 
(2) Sea E = R2 provisto del orden lexicográfico, entonces ( 
es un espacio de Riesz no arquimediano. 
En efecto, para x = (0, 1) y, y = (1, 0) tenemos que n x 	y 
para todo n > 1, sin embargo x > (0,0). Luego E no es arquimediano. 
Proposición 2.19. Sea K un subespacio de Riesz, de un espacio 
arquimediano E. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes. 
(1) K es orden denso en E. 
(2) para todo u CE+, u = sup{v eK:e‘v‘u 
Demostración. (1)=C> (2). Sea e <u e E, y supongamos que 
no se cumple que u = sup 	e K: e (. y u 1 . Esto significa que 
existe e<w LE tal que y eK ye 	y< u, entonces v u-w. 
Escojamos x e K tal que O < x w, y obsérvese que 
x 	(u - w) + w = u. Repitiendo el mismo argumento, implica que 
2x = x + x ‘, (u - w) + w = u, y 2x u - w. Por inducción, tene-
mos que O < nx u para todo n >1, lo que contradice que E es ar-
quimediano. 
(2) t=r> ( 1) 	Es obvio. 
Proposición 2.20. Sea E un espacio de Riesz arquimediano Y 
sea u e E+. Sea A un subconjunto no 
vacío de R, acotado superiormente (resp. 
inferiormente). 
Entonces 
(1) (SupA)u = sup 	ou.1 : NeA 
(2) (InfA)u = inf {c: ,3( CA } 
Demostración. (1) 	Sea w = (supA)u, luego w es cota superior 
de B =13(u : o(C A 1. 
Para todo o(CA, 	< supA, entonces (SupA - 	> O, por lo 
tanto(supA- )u >9, puesto que u eE , luego (supA)u >0(u para 
todo c(eA. 
Sea y otra cota superior de B 
Probaremos que n(w-y) < u para todo n 	1. 
En efecto, para todo n > 1, existe o( n e A: supA - 	supA, n n 
entonces 0<o(n-(supA- r-1--), por lo tanto e<oZnu - (supA - —n )u, para 
1 
todo n >1, uee. 
Luego (supA - 1-1-)u 	O nU 	y, entonces (supA - 	y, por 1 
lo tanto n(supA)u - u < ny, por consiguiente n [(supA)u-y] u, para 
todo n „.1. Así pues n(w - y) < u para todo n >1. 
Como n [(supA)u - y].‘.  u para todo n >1, entonces 
(supA)u - y < e, puesto que E es arquimediano, entonces (supA)u 
Así hemos probado que (supA)u = sup {3(u: 3(€ A } 
En forma análoga se prueba para el ínfimo. 
Proposición 2.21. Sea E un espacio de Riesz arquimediano, 
y sea A un subconjunto no vacío de E. 
Entonces b(A) = Add. 
Demostración. 
(a) Supongamos que A es banda, probaremos que A = Add. 
En efecto, sabemos que A dd. 
y• 
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Recíprocamente, como A es un ideal, es orden denso en Add, 
luego 	u = suph, uDIA) para todo u eAdd+  
_ 	 + - Por lo tanto, si u+,  u e Add, entonces u , u 	e A. 
Así, hemos probado que si u = u+- u
- 
e Add, entonces 
u e A, o sea, Add _.7, A. 
(b) Supongamos ahora que A es un subconjunto no vacío de E. 
r 	i d Sabemos que Ad  = Lb(A)j , entonces 
-,dd Add = [b(A)] 	= b(A) por (a). 
CAPITULO III 
COMPLETITUD SEGUN EL ORDEN 
Y 
PROPIEDADES DE PROYECCION 
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3.1 COMPLETITUD SEGUN EL ORDEN 
Definición 3.1. 	Sea E un espacio de Riesz. Sean 
u, v e E con u ( v, se llama intervalo 
de orden de extremos u y v, al subcon-
junto de E, denotado [u, v] y definido 
por: 
[u, y] = {T.4 EE : u‘w 4‘, } 
Definición 3.2. 	Un espacio de Riesz E es: 
(1) Dedekind completo (DC) si todo subconjunto no vacío 
acotado superiormente, posee supremo. 
(2) Cr-Dedekind completo (cr- DC) si todo subconjunto 
contable acotado superiormente, posee supremo. 
(3) Casi 0--- Dedekind completo (ACr- DC) si es isomorfo 
a un subespacio de Riesz super orden denso en un 
Cr- DC. 
Definición 3.3. 	Se dice que un espacio de Riesz E tiene 
la propiedad contable del supremo si para 
todo subconjunto S provisto de supremo, 
existe un subconjunto contable de S con 
el mismo supremo. 
Definición 3.4. 	Un espacio de Riesz E es super Dedekind 
completo (S D C) si es Dedekind comple-
to y tiene la propiedad contable del 
supremo. 
Observación 3.1. 	Es inmediato que 
S D C =C5 1) C 	C =4>A,- D C 
Proposición 3.1. 	Sea E un espacio de Riesz ar--D C. 
Entonces, E es arquimediano. 
Demostración: 
Sean u, v e E+ con e 	nu 	v para todo n 	1. 
Entonces, existe w = sup 	nu 	n 	1 1. Ahora bien: 
nu = (n+l)u-u . w-u, entonces w 	w-u, por lo tanto u 4;e, 
luego u = e. 
Observación 3.2. 	Como todo subespacio de Riesz de un 
espacio arquimediano, es arquimediano, 
los espacios An— - EC son arquimedia-
nos. 
Definición 3.5. 	Un espacio de Riesz Dedekind completo 
E 	se llama d - completamiento de un 
espacio de Riesz E, si se verifica 
las siguientes condiciones: 
(1) Existe un subespacio de Riesz E de E6 tal que o 
E y E0 son isomorfos. 
(2) Eo 
es lleno y orden denso en ES . 
Identificando E con el subespacio Eo podemos escribir, 
con abuso del lenguaje E ql ES. 
Obsérvese que cada subespacio de Riesz de un Dedekind com- 
pleto, es arquimediano; y también un espacio de Riesz E posee 
d-completamiente, solamente si E es arquimediano (ver [4], p.191). 
Definición 3.6. , El Cr- d- completamiento E 3- de un espacio 
de Riesz arquimediano se define de la si-
guiente manera: E lr- es la intersección de 
la familia de todos los subespacios de 
Riesz entre E y E¿'  , que son 0-- -Dedekind 
completo. 
S Como E 	es a-- Dc, la familia de los subespacios de Riesz 
E' fr-De tales que E = E' = ESes no vacía, y por lo tanto 
E -- está bien definida. 
Claramente L el- eb, o-- De. 
Obsérvese que si E es casi cr- Dedekind completo, entonces 
E es super orden denso en E"7-- . 
Proposición 3.2. Sea E un espacio de Riesz Aa-- - Dc 
+ a- 	 0----. Sea E su 0- -d-completamiento y u GE 
Entonces existen dos sucesiones 
t xn j. y {yn } en E : e < xn I( u, ynIt u. 
Demostración. 
E es super orden denso en E cr-, entonces existe 
lxn I  tenE:e(x n  4 u enE . I 
Como E es orden denso y lleno en E'.. existen p, q e Ej.: 
p' u ( q. Luego -q ( -u (-p, por lo tanto e ,.. q-u e Eu-+ 
Por consiguiente existe íznI en E: e < zn f q-u. 
Ahora bien: q-u = supzn, entonces 
u = q-supzn = inf(q-zn) y q-z 	o sea,n i. 
existe (n} ..- {q-zn} en E: yn 1 u. 
Proposición 3.3. 	Sea E un espacio de Riesz. Entonces, 
son equivalentes. 
( 1) E es A O- - DC 
(2) 	Para toda 9 	un 	en E, existe 9 •.(_ vn 	tal que vms< un 
para todo n, m 	1 y un - vn 	9. 
Demostración. 
v=1>) Sea E Acr- Dc y Eq-su a-- d- completamiento. 
Dado 9 	un .k en E, como Eq- es cr-Dc, existe 
inf tu: n1.1= u e Ea- y como E es ACr- Dc, existe 




para todo m, n 	1; 
es decir vm 	un y un - n G. 
(41=1 ) Probaremos directamente que E es AY- Dc. 
En efecto, 
(a) Para toda 1x 	E tal que existe a e E: a < xn \i  , exis- 
te {
Yn} 	E yn ; 
(i) yn 	xm para todo n, m 
(11) xn- yn \L 9 
En efecto, sea { xn 1 tal que para un a e E resulta: a ,1 xn 
para todo n. Entonces, 8 	xn - a ; luego existe {zn } 
	
zn 
tal que z  < x - a y (x -a)-zn  9, por lo tanto z + a ‘, x n '••  
- para todo n, rn y z
n 
+ a t además x
n-(a + zn) 	
e. Luego basta 
tomar y = z + a. n n 
Obsérvese que en cualquier caso { yn } es acotada superior-
mente, por ejemplo por x1. 
(b) Sea4={ficIt glE : existeaGE:a‘ xnq nJ 
En )1,definamos las siguientes operaciones 
tx,} = fic +y 1 t n 	nj 
),xn , x)o. 
Se verifica que estas son operaciones en A, en el sentido 
+ Yn},  {`xxn}€4 
Las operaciones son asociativas, conmutativas. La sucesión 
constante x = e es un "neutro" de (+). La multiplicación y la 
suma son distributivas. 
Además: para toda (xn191,, existe 1x' 1GA,: mí {x 4 x ' }= 
En 
8 n 
 efecto, dada lx 11,-4 , existe a: a < x 	, por (a) n 	 •-•,. n  
	
existe {yn} 9=E : yn 1 y xn- yn 51 8, para todo n, m y 	x n m. 
Si ponemos: x' = - y , entonces x' S, y -x 	x' 	para todo nl 	1 
n. 
Luegolx' }Gil, y por otra parte xn + x'n = xn- yn e 
(c) Defínase en Ay la relación 
{xn 	}1 ixn1 y íx'n1 tienen las mismas cotas c x.4> in- 
feriores. 
c.1 .==:' Es evidentemente una relación de equivalencia en4. 
c.2 Cr! Es compatible con las operaciones, es decir: 
pcnir , Ix'n} 	txn + ni 	n + y'ni 
, 
{ Yr)} 	tY'n} 	'XIxn 
c.3 	Sea xn =xGE para todo n. 
Si 	{x'n}e4y 	1x' 	ton1 , entonces x = inf x'n y ( 
recíprocamente. 
En efecto, xes cota inferior deh( lycomo {x'n } t n 
tiene las mismas cotas inferiores de .(.x 11j . En par-
ticular x 	x'n para todo n. Si y es cota infe- 
rior de (x' t también lo es de txn1 , luego y 	x, ( ni 
entonces inf x' = x. 
f
Recíprocamente, si inf x'n= x e E, entonces 
x ' 	donde xn = x para todo n. n 	n 
Esto origina que en Al/r, se pueda dar una estruc- 
tura cociente. 
(d) 	Pongamos /5,»Z-:= E' 
E' es un espacio vectorial real con las operacio-
nes: 
x + y = xn+ yn , **,\ x = 
	xn »O, donde 
x= Ixni , Y = { Yn 
d.I Obviamente 	es el neutro de (E', +). 
d.2 Existencia de opuestos. 
Para todo x = Ix j  t , existe x' = {x'} tal que ( n 	 n 
x + x' =n + xl n$t= ley = e, puesto que 
inf {xn + x' 	= e. O sea que ix'n1= -nJ 
	{xn } 
d.3 Multiplicación por escalares negativos. 
Si 'X<O, ponemos )1x = (- ›.)(-x) con x e E' 
Así en (E', +,.) tenemos una estructura de espacio 
vectorial. 
(e) Orden en E'. 
Definamos en A.: { x le .1=,5x > e para todo n. nJ 	n 
x{ ni 	{x' } ..>„ e. fxtill --- - 	n 
En E' definamos ‘ como sigue: 
x ., e .1==(> x = {xn} {x})8., 
n 3 	n El conjunto E '-h = {X =fx 1 e E': X )8 	para todo n I  
es un cono, por lo tanto induce en E' una estructura de espacio 
vectorial ordenado. 
(f) El orden x ( yl=t>. y - x e E"- hace de E' un espacio 
de Riesz. 
En efe( Lo, Sed X e 1  ' ' X = { x / 
COMO X+ = x V e y xn1( , entonces x+n 1 . 	Además n 	n  
para todo n x+n V e .>.• e, entonces u = pen y e} .›, e 
Por otra parte: para todo n xn ->- xn V e, entonces • 
x ,( u. 
Sea ahora v e Et+ : x ., y y y = { v } , entonces n 
para todo n xn .( yn, por lo tanto x+ ,‹ y para todo n, luego n 	n 
Así hemos probado que existe x+ = x V e. 
(g) (E', +,•) es 0----Dc. 
g. 1 . Observamos que si x = { xn }. , entonces x = inf xn. 
En efecto, x> x para todo n. 
Si para todo n x'n ,,.< x n  , entonces { x'n 
 } < x. Luego ••. 
x = infxn 
Obviamente si 
g.2. Dado un conjunto numerable A es posible cons-
truir una sucesión (un } decreciente tal que 
a es cota inferior de A si, y sólo si, un 	a 
para todo n. 




Si a es cota inferior de los xk , entonces 
//\\ xk  > a, luego un > a para todo n. 
1.=1 
Recíprocamente, si un > a, entonces " 
luego x :1 a para todo n. n 
g.3. Considerese una sucesión {zn } decreciente tal 
que ella tiene las mismas cotas inferiores que 
{ xn,k: k, n 	IN 	xn= {xn,k } 
y sea z =izn1 , entonces z = inf zn, luego 
z = inf xn. 
Así, hemos probado que E' es445--Dc. 
(h) E es super orden denso en E'. 
En efecto, sea e <:u = {un} e E' , luego existe 
{unl 9: E : un‘ u 
Por lo tanto existe {yn } 
e  para todo n, m 	y un_ 	8. 
	
'11 Ynt ' 	41 unY  
Como e .< yn 	111  para todo n, entonces -111 	-Yn Y -Yn\ 
por lo tanto eynl 04. Luego podemos considerar 
Y' . 1-yil l e E', por lo tanto y' = inf 1 -37.5 = - sup 
luego sup {yil} = 
* 	Probaremos que u = -y'. 
En efecto, e = inf { u - yn 
 } = - sup { y - un n 	} n  
[sur i 
[ - y ' + 
= y' + u, 
y } + sup i. -u n 	 n s ] 
(-u) ] 
luego u = -y' 
Así, hemos probado que E es super orden denso enE'. 
3.2 PROPIEDADES DE PROYECCIONES 
Definición 3.7. 	Sea E unespacio de Riesz. El elemento 
Y e E se llama componente de u > 9 
si Y ik,(u - v) =9. 
Definición 3.8. 	Una banda A en un espacio de Riesz E es 
una banda de proyección si, y sólo si, 
Z =A  ED Ad. Si u e E es tal que 
u = u1 + u2 
con ule A y u2 
e Ad, a u y u2  l 	2 
se  le denomina los componentes de u en A y Ad 
respectivamente. 
Definición 3.9. 	Sea A una banda de proeycción de un espacio 
de Riesz E, las proyecciones: 
PA :E=AGA
d --1-A 
Y PAd: E = A 0 A
d ---*-Ad, 
definidas por PA(u) = ul Y PA d(u) = u2 
donde u = u1 + u2 con u1 GAy u2 e A
d 
se denominan proyección de bandas. 
Proposición 3.4 Toda proyección de Irsrda es un homomorfismo 
de Riesz. 
Demostraci6n. 
Sea A una banda de Proyección en un espacio de Riesz E. Clara-
mente PA es un homomorfismo. Para todo u e E, u = u1 + u2 con 
ul  e A y u2 e Ad, se tiene lul = (u1  + u2 I. Como ul  e A y u2 e A
d 
entonces lui  I Al u2 I = 9, por lo tanto 1111  + u2 1= lul  + u2 I, luego 
ul = 	Mu2 i,lui  I €A ylu2 I eA d; por consiguiente PA(lul) lu1l=1Pi,(u)1 
Esto prueba que PA es un homomorfismo de Riesz. 
En forma análoga se prueba para PAd. 
Proposición 3,5 Sea A una banda en un espacio de Riesz E. 
Entonces A es una banda de proyección si, y 
sólo si, existe ul  = sup [9, u-]fl A para 
todo u e E. 
Además, si A es una banda de proyección, entonces 
PA(u) = u1 para todo u e E. 
Demostración. 
Supongamos que A es una banda de proyección, entonces 
E = A () Ad. Sea u e E+, entonces existen ul e A y u2 e Ad tal que 
u =u1  + u2. Comolnl= u y PA(u) = ul, entonces PA(lul) = u1. Como 
PA es un homomorfismo de Riesz ylul)9, entonces PA 
(tui)>O, luego 
ul  ;1 9. 
De igual manera PAd(u) = u2' entonces PAd(lup = u2' luego u2 > e. 
Como u = u1  + u2, entonces e <u1 	u, luego u1  e [e, u] n A. Ahora 
probemos que u1  = sup [e, u] n A. En efecto, sea y 49,u] n A, en-
tonces 61.117 <uy ye A; como u - y e, implica que 
e‘u-y = u1 + u2 - y = (u1- v)+u2  con u1 - v€A, u2 e A
d ▪ Luego 
e‘PA(u - 	= u1  - y, entonces y up así u1  es cota superior de 
[e, u]nA, y u1  e [e, u]n A, luego u1  = sup [9,u] n A. 
Recíprocamente, supongamos que para todo u e E+, existe 
u1  = sup [9,u]nA. Sea u e E, como u = u+ - u,- basta considerar 
los elementos positivos. Además como A n Ad = 9} basta probar 
que E = A + Ad. 	Sea u €, E+, por hipótesis existe u1  = sup [ 9,u] nA. 
Sea u2 = u - up  claramente u1 	u, entonces u2 9. 
Como [61,u] r) A 	A y A es una banda, entonces u1  = sup [9,u]flA e A. 
Probemos que u2 e Ad. En efecto, si u2 	Ad, entonces existe 
e A: w =[u2IAJv= u2 A f vj > e, por lo tanto e <w< (vi.  como 
y e A y A es banda, entonces w G A. Ahora e <w u2 = u - u1  u, 
por lo tanto e <w + u1 	u, luego w + u1  e [e,u] . Como w, u1  CA y A 
es banda, entonces w + u1  G A. Así pues w + u1€ [O, u] n A, entonces 
e< w+u1 <u1' por lo tanto w = e, lo cual es una contradicción. 
Así hemos probado que u = 	u2 con u A y u2€  Ad para todo u e E. 
Sea u e E, entonces u = u+ - u , por lo anterior existen 
+ + ul' u2 e E
+, tal que u+  = u1 + u2 con u+ e Ay u2 e A
d 
1 _ 
u = u1 + u2 	con u1 e. A y u2 E. Ad, 
Por lo tanto u = u+ - u_ = ui  + u2 ▪ - (ui  - + u2 ) ' luego 
+ u = (u+- u-)+(u 	U + - -2)con u+ - u-e A y u - 2  1 	1 	2 1 	1 	 u2 	e A
d, puesto que  
d d 	 d A y A son bandas, entonces u e A + A. Así pues E = A + A y A es 
una banda de proyección. 
Proposición 3.6. 	SeaEun espacio de Riesz,ueE+ y 
Au = b(u). 
Entonces Au es banda de proyección, si 
y sólo si, existe sup(v A nu) = y1 para 
todo y e E+. 
Además, si Au es una banda de proyección, entonces Pu(v)=Y1 
para todo y e E+,  donde Pu es la proyección de banda determina- 
do por Au. 
Demostración. 
Por la proposición anterior sabemos que Au es una banda 
de proyección, si y sólo si, existe y1  = su p [8, y] r) Au para 
todo y e E+. Luego basta probar que sup [8, v]nb(u) = sup(vAnui. 
Por consiguiente basta probar que [8,v]rlb(u) y 
C = {v A nu: n .) I } poseen las mismas cotas superiores. 
(a) C .._: [e, y] n b(u) • 
En efecto, sea w e C., entonces w = v A nu con n;1.1, 
por lo tanto 8“..<., v y 8 .1; w< nu. Como nu e b(u), entonces 
w e b(u), luego we [8, v]n b(u). Por consiguiente, toda cota su-
perior de [8,v] nb(u) lo es de C. 
(b) Sea z una cota superior de C 	Probaremos que z es 
una cota superior de [8, v] r)b(u). 
En efecto, sea y e [8, v] r) b(u), entonces 
8 ly ‘ v e y e b(u). Por lo tanto existe una red 
{Y, } P_ 1(u): 8 ‘ yc‘ / y, luego 81  
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Ahora bien: yol e I(u), entonces para todo z<, existe 
X0( >0 tal que yz< ‘ 5,,,xu. Como al es arquimediano, existe 
n 	e 114: 91/4 < n
'  
luego y < n 	u para todo o( . 
Así para todo o( , existe 1 4„. nol e hl : yo( ‘ ri c u, entonc.es  
yoc./ 1.7 A n 	u < z, luego yu1/4‘ z para todo 
Como e .1. y01 	y 	y 	y < .s.z, entonces y ‘. z, por lo tanto o 
z es una cota superior de [e, v] nb(u). Por consiguiente 
C y [e, v] n b(u) poseen las mismas cotas superiores. 
Así, Au = b(u) es una banda de proyección si, y sólo si, 
+ 
existe v1 = sup [e, v]nb(u) para Lodo v e E, si y sólo si, 
existe v j = sup(v A nu) pdra todo v e E
+ 
Además v1 = Pu(v). 
Definición 3.10 	Un espacio de Riesz E se dice que tiene 
(1) La propiedad de proyección (PP), si toda banda de E 
es una banda de proyección. 
(2) La propiedad principal de proyección (PPP), si cada 
banda principal de E es una banda de proyección. 
(3) Mucha banda de proyección (SHP) si cada banda no nula 
de E, contiene una banda de proyección no nula. 
Proposición 3.7. 	Sea E un espacio de Riesz. Se tiene 
( 1) DC c=p> PP .=(> PPP i=(> SIC 
(2) Cr - DC ==>PPP 
Demostración. 
(La) (DC=4> PP). Sea A una banda de E. Como el conjunto 
[e, u] r) A es siempre acotado superiormente por u, 
y como E es DC, entonces existe sup [8,u]n A, luego 
A es una banda de proyección. 
(1.b) (PP =4> PPP). Es obvio. 
(1.c) (PPPi=[>SMP). En efecto, sea A una banda no nula de E, 
entonces A contiene un elemento u # e. 	Sea Bu la ban- 
da principal generada por u, entonces { e j 	Bu c= A. 
Por hipótesis Bu es una banda de proyección. Por lo 
tanto E es SMP. Así hemos probado que PP=111>PPP =I> sta>. 
(2) 	( 07- DO =t> PPP). En efecto, sea Bu una banda princi- 
pal de E, generada por u e E. Sean y e E+, y el coniun- 
to 	C = 	y	nu. u e E+, n 	1 1, 
C es contable y acotado superiormente. Como E es 
07"-DO, existe sup{v A nu. u e E+, n >1 }, luego Bu  
es una banda de proyección. 
Proposición 3.8. 	Sea E un espacio de Riesz. Sean u, y e E+ 
con 8 	ny 	u(n = 1,2,...). Sea Bv una 
banda generada por v. Entonces 
1 w I 	u para todo w 
Demostración. 
Primero observemos que 
By = b(I(v)) = iw e E: existe (u,x }i(v): e< 
Sea w e By, entonces existe .tuel i 1:I(v): e :‘u f wi . Cono 
u 6 I(v), entonces existe »O: 	'Av para todo(. Como 
IR es arquimediano, existe n e V: ,k n, luego 90/ <ny 	u. 
Pero I cal 	v, por lo tanto I w I 	u. 
Proposición 3.9. 	Sea E un espacio de Riesz con la propie- 
dad SMP, entonces E es arquimediano. 
Demostración. 
Supongamos que E tiene la propiedad SMP. Sean u, v e E-1  
tal que e ny < u para todo n 	I. Probaremos que v = e. 
En efecto, supongamos que v e es, > e) 	Sea Bv la banda 
generada por v, entonces por hipótesis existe una banda de proyee- 
ción B 	{e} tal que B g; B. Luego para todo u e E+ u=u1 + u2 
con u1 e 
d” B y u2 e n 	se salisfaee u, = sup [e,u] n B. 
(a) Ahora probernos que: 13
+ = 	13 
Claramenle [8,u] rl B 	B4 . 	.La ahora, w e B , enton- 
ces8“ CBC7 B, poi lo lanlowC11 , luego 	w 	u, por 
consiguiente w e [A,u]f1B. Así, hemos probado que 
B = [e,u] n B. Por lo tanto u1  = supB+ 
(b) Probemos que ul  = sup 213+. 
En efecto, como 2B+ C= B+, entonces sup 2B+ 	supB+. 
Por otra parte, u < 2u para todo u e B+, entonces 
supB+ < sup2B+. 	Así, hemos probado que supB+= sup2B+= ul. 
Luego u]. = 2u1 entonces ul  = e, por lo tanto z = e para todo 
z e B
+
, por consiguiente B = (e 1, lo cual es una contradicción. 
Proposición 3.10. Sea E un espacio de- Rieszarquimediano. 
Las siguientes afirmaciones son equiva- 
lentes: 
.(i) E posee PP 
(2) Seanve E yueEconvA (u-y) = e, entoncesveE 
Demostración. 
( 1)=4> (2) . Supongamos que y e ES con v/ (u-y) = e para 
algún u e E. Sea By la banda generada por y en ES, 
entonces B = By n E es una banda en E, y por hipótesis 
B es una banda de proyección en E. Luego existe 
ul  = sup [e,u] n B con u= u1 + u2, y u1 c B, u2 e Bd. 
(a) Probaremos que u2 A y=e 
En efecto, sea peE:e‘p‘: vA u2. 
Claramente p e Bv, luego p e B. Además 
e ‘. p ..<, u2 ‘ u, entonces p e [e,u] n B, por lo tan- 
to p < Ul • 
	Así pues p .‘ u1  A u2 = e, por consi- 
guienie p = e. 	Como E es orden denso en E S , en- 
tonces y A u2= e• 
(b) Ahora probaremos que y = u1  
En efecto, y = vA u = y A (u1 + u2) 
.‘ y A u1  + y A u2  
= y A ul 
‘ ui  
Por otro lado u1  = sup [e,u] n B ( sup [e,u] n By = y 
Luego 	u1  = y 	e E. 
Sea B una banda de E y ue E. Sea (2) c=1> (1) 
u* = sup (1., 	e B: e< y ,“ } 	en El. 
* 	*, 
Si u A (u - u ) ..› e, entonces existe w e E con 
e ‘. w < u* A (u - u*). 
Probaremos que w C B. 
En efecto, e<w‘,.,..0 ,• we E. 
Para todov e[e, u] r) B, e(wAv<v, entonces 
w iN y e B. 
* 
Por otra parte en El: sup(wAv) =wAu =we E. 
Como B es banda en E, entonces w e B. Pero entonces 
w + u = sup 
w 
+ v: v e B: e v < u} . Como B es 
una banda,yw,veB, entonces e ‘w+ye B. 
Como v.‘, v + w < u + w ‹•  u 
w 	1.1* 
r-f> stip (y i. w) 	u 
w + u • < u 
lo cual es una contradicción. 
Esto prueba que u A (u-u ) = e, luego por hipó- 
tesis, u 6 E. 
Así hemos probado que B es una banda de proyección. 
Proposición 3.11 	Sea E un espacio de Riesz. Si E es PP, 
entonces E es A3-'- DC. 
Demostración. 
Sea E PP y 8 < xric en E. 
Sea x = inf 	x en Ex> O. x pertenece, junto con todos 
n>,1 n  
los x(n = 1,2,...) al ideal de Ear generado por x n 	 l. 
x 6 E°- : x = ixi<1 xl  I = x1, 
0.xl 	x < 1.x1 
Dada una sucesión de particiones de [0,1] con Trng TTn4.1  
y hm ITTni= 0, como todos los componentes 
n—,.-co 
E Á(rrn, x) CE, }S,Crrn,x) / x (T.E.F.) 
Luego E es Ao- -DC. 
La siguiente proposición que se refiere a la clasificación 
de espacios arquimedianos, se llama Teorema de inlcusión princi-
pal. 
Proposición 3.12 (Teorema de inclusión principal). Supon-
gamos que los espacios de lbesz poseen las 
siguientes propiedades: super Dedelcind 
completo (SDC), Dedelcin completo (DC), 
cir-Dedekin Lompleto(er- DC), casi 
cr- Dedekind completo (AY -DC), la pro-
piedad de proyección (PP), la propiedad 
principal de proyección (PPP), (SMP), 
y la propiedad arquimediana (arq.). 
Entonces, se verifica solamente las 
siguientes implicaciones: 
SDC' 	t> DcÁ7 
	
5 	 ,,7 	ISArq. 
PP g5r1;PPP 	> SMP 
de x1 
están en 
cr-Dcr-----11110 Acr.- DC 
Demostración. 
Esta proposición, ha sido demostrado en observación 3.1, pro-
posición 3.1, obs. 3.2, prop. 3.7, pro.3.9, prop.3.11. 
Ejemplo 3.1 Los siguientes ejemplos garantizan que las in-
clusiones del Teorema de inlcusión principal 
son propias 
1. (Un espacio de Riesz Dedekind completo que no es Super Dedekind 
completo). 
Sea X un conjunto no contable, y consideremos el siguiente 
conjunto 
E = í f: X 	R, f función 
Claramente E es un espacio de Riesz Dedekind completo. 
Ahora sea 	S = 	) al a e el conjunto de las funciones carac- 
terísticas de los conjuntos unitarios 	{aj• a e x .  
que S tiene como supremo a la función característica'Xx ' sin em-
bargo ninguna parte contable de S tiene como supremo esta función. 
En efecto, si A c= X es contable y SA = ( -Y.{a5 )a e A resulta 
supSA =)(A$-Xx. 	Así, hemos probado que E no es Super Dedekind 
completo. 
2. (Espacio de Riesz Cr"- DC que no es DC, ni PP). 
Sea L = 	:,[0,1] ----*-R, 	Lebesgue-mesurable 
L es un espacio de Riesz con el orden 	dado por u ›v si, 
y sólo si u(x) 	v(x) para todo u,v e E, x e [0,1] . 
Sea E 1: [0,1] no mesurable, y sea {..)( 	la red de funcio- 
nes características de los subconjuntos finitos de E. Entonces, 
e ( Y-0( < e donde e(x) = 1 para todo x e [0,1] . 
Probaremos que /5(„( } no tiene lupremo en L. 
En efecto, sea u cota superior de 	
(
en L, luego 
u-1( [1, + co E) es un conjunto mesurable, y E cr u-1( El, +oo 
puesto que para todo t e E 	u (t) 1)((t) 
15 
= 1, 	por lo tanto 
-1 t e u ( [1, + co 	[ 	). 	Si 	to 	e u
-1( [1, + w [ ) - E, la fun- 
ción u' defintda por u (i) = {u(t) si # to  
o sj 1 	= L 
O 
es mesurable y u' < u, pue,1 u' 	u y u' # u, ya que u'(to) = O 
mientras que u(t0) >1. 
u' también es cota superior de {.X 	, luego no existe cota supe- 
rior mínima de la familia. 
Así, hemos probado que L no es DC. 
* * 	Ahora probaremos que L es cr- DC. 
En efecto, sea (4<un / < u en L, obsérvese que 
v(x) = sup {un(x): n = 1, 2,... < co 	para todo x c [0,1] 
entonces v e L. 
*** Finalmente probemos que L no es PP. 
En efecto, consideremos el siguiente conjunto 
BE 	i I 	=ueL: u(x) = O para todo x G E 
  
(i) Claramente BE es una banda en L. 
(1) Ahora probaremos que BE no es una banda de proyección. 
En efecto, sea M = [e)( , [0,1]] n BE , y sea w cota supe- 
rior de M. - Para todo t e [0,1] - E1  )( (x) e M, luego It y 
1  =){ (x) ‘, w(x) para todo t e [0,1] - E 
t} 
r 	r Ahora bien: w-1  ( { o} ) g.: w 1( L0,1 1) c: E, luego existe 
xo e E: w (xo) > O. La función w' definida por 
w(x) 	si x # xo 
1 ••? - 
w'(x) = 1 




es mesurable y w' < w, pues w' .., w y w' # w; ya que w'(xo) < w(x). 
Pero r  w' es también cota superior de M, luego M no tiene cota supe-
rior mínima, por lo tanto BE no es una banda de proyección. 
Así, hemos probado que L no es lils. 
3. (Un espacio de Riesz con PP que no es 0-- DC, ni DC). 
Sea X ={i, 2,...} , y sea 
L = { f: X --a- R, f acotado y f(X) finito] con el orden puntual. 
(i) L tiene PP 
En efecto, sea A una banda arbitraria en L, y sea el conjunto 
X1  =ix eX: f(x) y( Opor lo menos para unfeA}, 
y X2 = X - Xl. 	Entonces Ad  . tfeL: f(x) = O, para todo 
x e x1} y A = Add = {f CL: f(x) = O para todo x E X2 } 
Sea f E L, es claro que 
tt 	E A, f) E Ad y f = ax 
X1 
X2 	 1 
Así, hemos probado que L tiene 
luego L = A C) Ad. 
si n 	no + 1 
si n = no + 1 
Luego w' 
(ii) Ahora probaremos que L no es cr-- DC 
La sucesión u1 = 11, 0,0,... 




Un = 	1, 	..., 	, 0,...1 
esta acotado superiormente por uo = 11,1, 	, pero no tiene 
supremo en L. 
En efecto, sea w = 	 wn,...} cota superior de los 
1  un. 	Entonces w u 	para lodo n, luego w *>" 71 • 
Como w es de rango Imito, existe no > 1 tal que 
1 	1 int wn = wno 
'-;1 1 n — 	SI n > n y 	< 7;• 	wno +1  o n +1 o n >1 	 o o 
definimos: 
w1, w2 ,gme, 
1 w , n 	n + 1" o o 
es cota superior de los un y w' < w. 	Por lo tanto no existe cota 
superior mínima de la sucesión {un} n 	1. 
(111) Como L tiene PP y no es 	DC, entonces L no es DC; 
ver [4] p.280.  
4. (Un espacio de Riesz Acr - DC y PPP, perb que no es 
O-- DC, ni PP). 
Sea L el espacio de Riesz de todas las sucesiones constantes a 
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partir de cierto índice con el orden puntual. 
(i) 	Es obvio que L es Aa-- - DC y PPP. 
(ji) L no es o-- DC 
Se prueba en forma análoga al ejemplo 3 (ji). 
(iii) L no es PP. 
En efecto, sea B = í {unl eL:un =0 para todo n par} 
Claramente B es un subespacio vectorial de L. 
Probaremos que B es sólido. 
En efecto, sean u, v e L : lv 	lui con u e B. 	Entonces 
I vnl < luid para todo n. 	Si n es par tenemos que 
lu 	 por ni= O, entonces ly 	( O, 	lo tanto y = O, luego y e.. B. n 
Ahora probaremos que para 'oda red 	B : u 	u en L, 
entonces u C B. 
En efecto, para todo n 	u ,x 	u, si n es par u 	= O , n 	n  0(, n 
para todo ot, luego un = O. 
Así, hemos probado que u e B, luego B es una banda. 
Finalmente, probaremos que B no es una banda de proyección. 
En efecto, el vector e = {1, 1, 1,...} no se puede descomponer 
respecto aByBd = 	NI e L: xn = O para todo n impar . 
5. (Un espacio de Riesz AY- - DC y SMP, pero que no es PPP). 
Sea L un espacio de Riesz de todas las sucesiones reales conver-
gentes con el orden puntual. 
L es AY - DC, puesto que es super orden denso en L co. 
Obsérvese que L es SMP; pero L no tiene PPP, puesto que la 
supremo contable, puesto que 
IP 
	[0,1] 	,4u) = es un operador estric- 
banda Bu = 	tvul e L : vn = O para todo n par generada 
1 	1 por u = (1, O, 	O, 5, o,... 1 , no es una banda de proyección, 
ya que el vector e = /1, 1, 1,...1 no se puede descomponer respec-
to a Bu. 
Y 	Bu . 1 lz 	e L : zn = O para todo n impar 
6. (Un espacio de Riesz con PPP, pero que no es Aa- - DC) 
SeaL={f:R--+- R, ffunción} con la siguiente propiedad. 
existe una sucesión {x11 } nc z real con .... -1 < xo < x1 < 
tal que xu ------›.op y x_u 	- co Cuando n --›- OD, y f es constan- 
te en cada intervalo abierto (xx 	) 1' 1+1 1 e 
Obsérvese que L es un espacio de Riesz con el orden puntual. El 
espacio L no tiene la propiedad de proyección, puesto que la banda 
B ={ue L: u(x) =O para todo irracionalx} no es una banda 
de proyección. Es claro que L tiene la propiedad principal de pro-
yección, pues si v e L, entonces la banda generada por v es 
Bv = {u e L : u (x) = O siempre que v(x) = 0 1, ésta es una 
banda de proyección. Obsérvese que L no es A ar- DC. 
7. (Un espacio de Riesz AG - DC, pero que no posee la propiedad 
SMP). 
Sea L = (1 [0,1] , el espacio de Riesz de funciones continuas 
a valores reales sobre [0,1] , con el orden puntual. 
Ob&ervese que L no tiene SM19 , pero satisface la propiedad de 
tamente positivo (ver [2] 	, T. 26), por lo tanto L es super 
orden denso en su d-completamiento, así pues L es A r - DC. 
3.3 MODIFICACION DEL TEOREMA DE INCLUSION PRINCIPAL 
Sea E un espacio de Riesz. 	Si u1, u2  ... u e E, n 
generada por A = (u1,..., un 	es principal. En efecto, si 
u =\//u resulta b( / u1  , u2  ,...,un 	) = b(u). Si el espacio t  
1=1 
es PIT, resulta que luda banda linitamente generada es de proyecct6n, 
por ser principal. 
Si en lugar de considera] toninntos generadores Iinilos, tema-
mos en cuenta los conjuntos numcrables, la banda generada no necesa-
riamente resulta principal, y por lo tanto, aún en los espacios PPP, 
estas bandas pueden no ser de proyección. Consideramos así, la si- 
guiente definición. 
Definición 3.11 (Espacio 0-- PP). Sea E un espacio de Riesz. 
Se dice que E es 0-- PP si toda banda generada 
por una parte numerable de E, es banda de proyec-
ción. 
Observación 3.3 Es inmediato que 
PP =P. Cr-PP 	 PPP 
Prpposición 3.1.3. 	Sea E un espacio de Riesz. Si E es or-DC, 
entonces E es (3-- PP. 
Demostración. 
Sea pcill 	C7 E una parte numerable de E, y sea B la 
n)1 
la banda 
banda generada por x 
t n n 
(a) Como E es PPP, toda banda finitamente generada es banda 
de proyección, pues es banda principal. 
(b) Sea Bn = b ( / x1,..., xn 	), entonces Bn c= B para todo 
n 	1. 
03 
Claramente 	B 	es un ideal. 
n=1 
(e) 	Probaremos que B = b( 4 x 
k n ) = b( n n=1 
Bn) 
ce 
En efecto, Bn q: B, entonces 	Bn q: B, luego 
n=1 
n ) 	B. Por otra parte, 
{xn 	 B y { xn} n >1 = 	 n 1 
03 
n=1 
B , entonces 
) 	b( L Bn) n 1 
03 
Así, hemos probado que B = b( U B ) 
n=1 n  
(d) Sea u e E+, entonces existe sup ( [e, u] () Bn) =n u 
Como e 	u para todo n, luego por hipótesis existe 
sup f un : n e N I. = Uo 
(e) Finalmente, probaremos que uci = sup ( [e, u] fl B). 
En efecto, es claro que uci e B. 
Como u es cota superior de los un, tenemos que e ‘, uo .< u. 
Así, hemos probado que u0 e [e, u] (") B. 
Ahora probemos que u0 es cota superior de [e, u] n B. 




	Bn 	supF = x (prop. 2.8). 
n=1 
Ahora, sea e .4,:y e F, entonces existe n : y e Bn • Y 	Y 
Además 	y < x < u, luego y e [e, u] (-) Bn , entonces Y 
y ‘.." u 	‘. uo, por lo tantou es cota superior de F, por consiguien- 
te  x 	uo. 	Así tenemos que uo es cota superior de [e, u] r) 15 y 
como uo e [e, u] n B, entonces uo = sup( [8, u] r) B), luego B 
es una banda de proyección. 
Así, hemos probado que E es 0--PP. 
Para ubicar correctamente el espacio5-PP; veremos tres ejemplos. 
El primero es de un espacio PPP que no es4-- PP, el segundo de un 
0--PP que no es PP, y el tercero de un 115--PP que no es '3--DC. 
Ejemplo 3.2 
(1) 	Sea X un conjunto no vacío. Sea9. un anillo de partes de 
X, ordenado por la inclusión. 	Sea S(9) la colección de todas las 
combinaciones lineales finitas de las funciones características de 
los elementos del. Entonces, es claro que 	S(9) es un espacio de 
Riesz. 
Definición: 	Sea f 6 S(9), se define 
S(f) = {xe X: f(x) 
Sea lun anillo de conjuntos que no sea O-- anillo. En este caso, 
cc) 
eXiste An 1( en 5.(.. tal que 	A = 	A4.En S(1) 
n=1 
Consideremos la banda generada por la n familia (XA ) 	. 	Entonces, 
-n n1.1 
es claro que 	B = ifeS1,1): S(f ) 	Al es una banda generada 
por (X. ) A - n > 1.  n 
Probaremos que B no es una banda de proyección. 	Para ello pro- 
baremos que no existe 	sup [A, ¡(x I r) B. 	En efecto, si 
A' e 	y A' Ç  A, entonces 
(1) 11, [ e, ni r) B. 	Si 4) es cota superior, entonces 
(1)A' 	para todo 	A. 
En particular para todo n q)A 	y) , entonces para todo 
I m1 g 	q: S( 4)
An
) = An g 	sc(ip ), por lo tanto 	An 	scyp) 	A,  
luego S( q) ) . A “?.. 
Por lo tanto 5(9) es no O- - PP, pero claramente S(9) es PPP. 
(2) El ejemplo 3.1 (2) es un ejemplo de un espacio 0- -PP 
que no es PP. 
(3) El ejemplo 3.1 (3) proporciona un espacio a--PP que no 
es cr-Dc. 
CONCLUSIONES 
-DC Acr - DC 
arq. 
1. Los Cr-PP constituyen una nueva clase de Espacios Arqui-
medianos que amplia los PP y ar-- DC. 
2. El diagrama de inclusión principal queda de la siguiente 
forma: 
SDC 	C> DC 
PP 	c> CF-PP , 	1> PPP ===4111> SMP 
3. 	El autor de este trabajo esta convencido de que vale también 
la implicación. 
cY-PP " 	C> A a- - DC 
Sin embargo los esfuerzos en esta dirección no han fructifi-
cado hasta la fecha. 
APENDI CE 
TEOREMA ESPECTRAL DE FREUDENTHAL'S 
A. SISTEMA ESPECTRAL 
En esta sección, supondremos que E es un espacio de Riesz 
con la propiedad principal de proyección (PPP). La banda genera-
da por f e E, la denotaremos por Bf , y la proyección en Bf , la 
denotaremos por Pf . 
Además, consideraremos d e, como un elemento no nulo de E+ 
Lema A.I 	Un elemento p E. E es un componente de e si, y 
sólo si, existe y 	E tal que p = P(e) 
Además, Lada componente p de c sdtislace 8< p 	e. 
Demostración. 
Es claro que e .1' p < e. 
Probaremos que existe y e El- tal que p = P(e). En efecto, 
sean e >e y p en E tal que p 1(e-p). Luego existe 
e gCpeB•ye<e-pelld :e=p+e- p, por lo tantoP(e) = P P' 
Recíprocamente, sea Bf la banda principal generada por f, en-
tonces B f es una banda de proyección, y e = Pf(e) + (e-Pf(e)) con 
P f (e) e Bf' e-Pf (e) e B
d 	luego Pf (e) 1 (e-P f (e)), por lo tanto f 
P f (e) es un componente de e. 
Sea f e Be, y sea 0(e R con - co < 	< co . 
Sea u« = ( o(e - f)
+
, la banda generada por uot. ' la denota-
remos por 13<,‹ , la proyección en Bw por Fx. , y el componente de 
e en Bc4 por p , así pues p = P,‹  (e). 
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Obsérvese que B 	= B '  ver [4] p. 182. 
Lema A.2 	Se verifica lo siguiente, 
—co < c< p < co c=1> u<  < uf1==r> B‘k g. N =p.% ,‹ 
Demostración. 
(a) u(< c==> ü¿ e ( per=p•oe + (-O < Be + (-f) 
,==r> t'o( < Up 
(b) Como u5 	Be, y 130, es un ideal, entonces u F. B p 
luego 13,k 13r, 
(e) Ahora probaremos que 
Corno Ii 	' entonces [e, e] n B ç [e, ei Í, B — 13  
por lo tanto sup 	n 11,( < SLIP [ e, c]n B , 
luego p 	p g• 
Lema A.3. Si - eo < e< < p 	< c5 
Pp 	. 	P 	- P 4 E 
Demostración. 
En efecto, e..<, 	131  <ps. y rl  = e - ps 	ps , entonces 
paL  Irs . 
En forma análoga se prueba que p - 
	
0( 	a 
Luego 	- pa( 1 rt 	rs = pó. - 
Proposición A. I. (1) 	Pc1( f )< ocput para todo 	; en par- 
ticular P ( f )<Ef para u( 	O 
(2) (X (e - 	) < f - Pu( ( f )para todo 	; en particular, 
P 	( f ).‘f para o( „>. O. 
(3) Si-co<o(<p<co, entonces 
, entonces 
0((p - p ) < (P - P^  )(f)< p(p — po()• 
(4) 	Si 	, entonces Bol / Bp y p:4 	pia 
Además, tenemos que 
(a) Si 0(11 - co , entonces P (v) \ e para todo y›, 
(b) Si o( tco , entonces Pe( (y) 	para todo v>e 
con ve Be . 
En particular, si o( 	co , entonces p 	e, y si 
o( co 	entonces iciu t e. 
Demostración. 
(1) Sabemos que Pg+ (g) = g e. 
Escogiendo g = o(e 	f, obtenemos P ( o( e - f) 	e. 
Como P 	es Ilneal, Lenemus que 
P,‹  (o(e 	= J(1),( (e) - Po( (f) 	8, entonces 
Pu( (O..< 0(P of1/4 (e), luego Po( (f) < 	p 	para todo ol . 
Es claro que si o((Z. O, entonces P,x (f) < e. 
(2) Obsérvese que g 	Pg+ (g) = g 	g
+ = -g 	e. 
Pongamos g = oe\ e - f, luego 
o( e - f 	Po( (,.X e - f) = oke - f 	[ P0(e) 	Po((f)]< 
entonces 0( e - o( Per ( e) - f + Por‘( f) < e, por lo tanto 
o( (e - Po( e) 	f — Pc‘ ( f ) • 
	
Así, hemos probado que o((e - po( ) 	f - P(f) para todo 
Es claro que si cçO, entonces Po( ( f) < f. 
(3) Obsérvese que si - co < < 	< co , entonces 
B0( g_ Bp , y Pix  P= Pis Po( = Pey ver [4] p. 1 7 1 
Aplicando Pfs a ambos lados de la desigualdad 
0( (e - p ) < f 	Po( (f), se tiene 
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Pp(a((e - p.x )) ‘ 	P1,(f - PoL (f)), 
entonces o( (55 - Po( ) ‘.• (PI- P,.< )( f) • 
Ahora bien: (Pf , - Ptn)(f) = Pfl 5 f - Pf3 Pc< f 
= Pp. Pp f - Po( Pf, f 
= (PI  - P,4 ) (PF, f) 
Pero, por (1) tenemos que PI, f 	/1131  para todo p , luego 
(Pp - Po( )(Pf, f) -‹ (Po - PI(  ) ( p p f, ) 
= p (Pr, (Pi.) ) - 11„‹ (p/,) ) 
= pc 5  — 
Así , 114.1110S pi 01),ItIO (1(1( 
) (O = (lip - l'.) ( 9, 1 ) < ( 1>ti - PiA )( p pf, ) --1) ( pl,-- p» 
(6) 	Primero PI obdiremog qm. 51 ‘X f f) , en t on c es 
(0(e - 1- ) 474 ( p e - f) 4.  
Claramente ( o( e - f)+, 
Ahora probemos que (ID e - f)+ = sup { ( c)( e - f)+: o( e R f 
En efecto, corno okip , el conjunto 
A = { O( : o( e R. 1 g.: R, esta acotado superiormente, y 
p= supA en R. Luego, por prop. 2.20, tenemos que 
p e = (stipA)e = sup {ce : o( e A } en E, entonces 
ts e + (-f) = sup{o(e : c<eA }+ (-f) 
= stiplo(e + (-f) : o(e Al 
Afirmamos que ( p e - f)+ = sup {c e - f)-1. : cx e A } 
En efecto, como p = supA, entonces ci<q para todo « c A, 
luego ( cl e - f)4. < cp e -04- para todo 0( e A, por lo tanto 
(is e - f)+ es una cota superior del conjunto 
( o( e - 	: geA)=M 
Sea w una cota superior de M, entonces 
e < ( cke - 	w para todo ok e A. Como ( o( e - f) 	(e( e - f)+, 
entonces e{ e - f w, por lo tanto sup 10(e - f 	C A = Fe - f < w, 
luego ( 11 e - f)+ < u
+ = u. Así pues ( f3, e - f)+ = sup  
Así, hemos probado que ( o( e - f)+ t (pe - f)+. 
Como Bp={01 /414 Bol , luego Bf, es el supremo del conjunto { 	«91 
por lo tanto 'lo< 	. Tambib.n se verifica que 
pu, /5, ver [4] p. 175 
Ahora probaremos que si 	\<- co , entonces P (v) \ e para todo -1( 
v e. 
Para demostrar lo anterior, es suficiente probar que 
n B = e oc. 
En efecto, sea e (. wen B , entonces we para todo w 
•-‹ 
Como (o< e - f)- 	(ce - f)+, entOices (3(e - f)-  J B • 
En particular, w _L ( a( e - f)-. 	Ahora bien, (cx e - 	= -(c)( e-f) V e 
= (f -o(e)Ve 
= ( f - 
si tx,<. e, entonces (f 	= (f + ((XI e)+, luego 
w 	+ 10(1 e)+ para todo c)(< e, y además w _L (e +kr f)+ para 
todo ot < e. 
Por demostrar w 1 e. 
En efecto, tomemos O(= - n, entonces 11 = n, por lo tanto 
l°(11 	
1 
Como -f 	1f , entonces - 	f 	f por lo tanto 
- 	1 < 1-17 f, luego e - 	1f I < (e + 	f)+. Por otro lado 
Por consiguiente (e + 	9+ 	(e + 	f+). 
_ 711 1 f 1 	(e + - f)+ - e 	f 	
1 
+ • 	—n Ifi 	por lo tanto 
I (e + 71- 9-1-- el 	(-I (f I ) 	e, puesto que E es arquimediano. 
Luego I (e + 	94-- e I = e, entonces (e + 10+ = e. Así. 
hemos probado que w 1 e. 
Por otra parte, w e B01, entonces w e Be= Bf- 	B i f 1= Bf g: Be , 
luogo w e Be. 
Por demostrar w = e. 
En eleLto, w c B , enlonces exisle Ulla red e 
ixq_.f (e) .4 < x0( w, por lo idnto e 	x(knw 	w para todo 3( . 
Para todo 	, x€ I(e), entonces existe )1/4 >e : x < ), e para 
todo cx , por consiguiente existe "Xol 	: 	Aw 	X e nw = e 
para todo o( , luego x Aw = e. 
0( 
Así pues w = sup 	x 	= sup el 
e  
Por demostrar P(v)\e 
En efecto, sea u una cota inferior de {1) (v) o( <O 
Supongamos que u», entonces e (u < P(v) 	Bc‹ , por lo tanto 
u e 130( para todo 0( , luego u e (") B., = 	, por consiguiente 
u = e. 	En este caso, tenemos que Pcx.( v )1( e. 
Ahora supongamos que existe u cota inferior de  
no comparable con e. 	Entoncesu =nye es una cota inferior, 
y e (vz y 0 = 144", lo cual es una contradicción. 
Pinalmente, probaremos que si o( /1  co , entonces P(v) /I  y cX 
para todo y e. 
Para demostrar lo anterior, basta probar que nR = { e}, ,x ‘x 
donde R es la banda generada por e - p . En efecto, como a 	 oc 
e=P t e+e-Pe;conP,x(e)ellx,e-Pc(e)eBd x 	 u¿ , 
luego e - P0( (e) .1 P,x (e), entonces R _LB iX 	0(• 
Sea w eR, yw 1B '  enotnces wl (o( e - f)+ para todo IX, ,4. u( 
y también w_1(e - o( -10+ para todo O( >O. 
En forma análoga, concluimos que w = e. Por lo tanto 
Po( (y) / v. 
Corolario A.1. 	Sea E un espacio de Riesz con PPP. Sea 
f e I(e), y si existen a, b e IR tal que 
a e ,<. f <13 e, entonces p= 8 para todo 
o( <a, y po( = e para todo a( > b. 
Demostración. 
(a) a e..‹. f, implica que a(e - f.., . o(e - a e = (c-a)e. 
Como a(< a, entonces o< e < a e, por lo tanto 
(u,- a) e ,•<. e. 	Así pues cx e - f 	e, luego u0( = ( e - f)+= e. 
Esto prueba que B,1 = {e} , por lo tanto p01 /4 = 8 para todo ck <a. 
(b) Ahora probaremos que p.( = e para todo o( > b. 
En efecto, f ‘b e, entonces o(e - f ).,e-b e = (Q(- b)e 
Como 0( > b, entonces o(e > b e, por lo tanto (0(- b)e > e, 
luego (c(e - f) > El. Así, tenemos que 
uz( = (z(e - f)./ = (sXe - f) ,(,;(- b) e > e 
Afirmamos que e e B0( 
- 
	
I (Oke 	 .1 Como ((Xe - f).1 	(0(- b)e > e, entonces 	- 0 >e  (X- b 
1 Pero e = el 	1 O-7(3-7-1) ( o( e - 0+1 = 	b %.1( e - I) 4" - 	, luego 
e e Bt 
Ahora bien, 	P (e) = sup [e, e] n 1301  
Como e e [e, el 	y e e Be( , entonces e e [8, e] n Bo( . 
Además e es cota superior del conjunto [e, el n Bo, , luego 
p 	= e para todo o( > b. 
El conjunto { p,)( : - co < 	< co }de los componentes de e 
se denomina el sistema espeeiral de los elementos de f respecto 
al elemento fi lo e. 
B. SUCESIONES UNIFORMES DE CAUCIIY 
Sea E un espacio de Riesz, y sea e e E con e>ø. 
Definición B. 1. La sucesión {fn : n = I, 2,... } en E, 
se dice que es e-uniformemente convergente 
a un elemento f e E, si para todo e>0, 
existe un número natural no( e ) tal que 
I f - fn 	E, e para todo n > no 
Definición B.2. 	Una sucesión { fn: n = I, 2,... } en E 
se llama'sucesión e - uniforme de Cauchy, 
si para cada E. > O, existe un número na-
tural n1 = n1 ( E ) tal que; 
I f 	fn I 	ee para todo m, n >.n1   
Proposición B. I. Toda sucesión e- uniformemente conver-
gente en un espacio de Riesz E, es una 
sucesión e-uniforme de Cauchy. 
Demostración. 
Sea {fn : n = 1, 2,... 	una sucesión e-uniformemente con- 
vergente en E, entonces para cada 1, >0, existe noU. MI tal 
que 	
1 f 	fn 	-2— e 
 para todo n 	no(e). 
Ahora m I f - fnl . I fm - fi" f- fnklfm- f l + I f - fnl 
Si m, n "s› no( E ), tenemos que -7 	
E m 	n  _ s‹,..„ 12. e + 	-- e = e. I f - f I 	2 
Proposición B. 2. Toda sucesión e - uniforme de Cauchy en 
un espacio de Ries/ E, es acolado. 
Demostración. 
Sea { fn : n = 1, 2,... } una sucesión e-uniforme de Cauchy 
en E, entonces dado E,. = 1, existe un número natural n tal que 
n1 I ' 
e para todo n, n1 
 > n1 . 	Como Ilfni - I fn 	I 	ff  n nl  
entonces I fn ( e + fn I para todo n 	n por lo tanto 
fn 	< e + sup( 	f 	, 
1
1 f2 I ,..., 1 f n 	) para todo n. 
1 
	
Proposición B.3. 	Si E es arquimediano, y si la sucesión 
f : n = 1, 2,... tiene límite e-unifor-
n 
me, entonces es único. 
Demostración. 
Supongamos que la sucesión 1;11 	converge e-uniforme- j 
mente a f y g, entonces dado 6 > 0 existen n', n" tal que. o o 
n 	n:), entonces 
	
fn 	f 1 
entonces 6 lfn - g l -Fe.  
Sea n = max 	n', n" } . 	E ntonces para todo n .>, n o o 	 . l O O 
I f - gl =  I f - fn + fn - g l‘lf - fnl + 
Asi If - gkee para todo 6 > O. 
Como E es arquimediano, se tiene que 1f -gl= O, luego f=g 
Lema B. I . 	Sea ff1 n ., n)1 es una sucesión creciente y e-uni-
forme de Cauchy en un espacio de Riesz arquimedia-
no E. 
{fn).n>I es e-uniformemente convergente a un elemento f de E 
si, y sólo si, { fn .1 n 	Llene  un supremo y es igual a E. 
En forma análoga se tiene para sucesiones decrecientes 
En particular, en el espacio O- - DC, cada sucesión monótona 
e-uniforme de Cauchy, es e-uniformemente convergente. 
Demostración. 
	
Supongamos que t f I. 	1 n n > 	es creciente, y e-uniformemente )...- 
convergente a f. Sea n fijo, y m > n, entonces fm "> fn' 
tanto f = inf { f , f 1 n 	 . m n 
por lo 
Por la desigualdad de Birkhoff 's , tenemos que 
fn - inf t f, fn } 1= linf {fu. , fn} - inf,  if fn ).1‘.. 1fm- f 1, 
Sea 1> e, entonces por hipótesis, tenemos que 
1 f n  - inf 1f f n -% li 	fm - f 1<¿,e. 	Como E es arquimediano, <I 
se tiene In - inf {f, fn } l= e, entonces fn= inf 1 f ' fn } ' por 
e 	¿, ifn- gl .i"-e + 2—e =". 
lo tanto fn < f para todo n, luego e ( f - fn ‘ e e. 
Así pues f - fn 	8, entonces f = sup fn. 
Recíprocamente, sea {f nIn>1 tal que f t f, y e-uniforme 
de Cauchy, entonces, dado t, O, existe no( 	) tal que 
e < 	- 	E e para m 22,1.n ;>: no( ¿, ). 
Por lo tanto (fm - f ) I (f - f i), entonces 	f - fn n m 
para todo n ?„...no, luego pn j n 	converge e-uniformemente a f. 
Definición B.3. 	Un espacio de Riesz E se llama e-uniforme- 
mente completo, si cada sucesión e-unifor-
memente Cauchy, tiene un límite e-uniforme 
Proposición B.4. Si E es arquimediano, entonces E es e-uni-
formemente completo si, y sólo sí, cada 
sucesión monótona, e-uniforme de Cauchy, 
tiene un límite e-uniforme. 
Demostración. 
(c==>) Es obvio, por definición. 
Recíprocamente, sea /fn: n = I, 2,...j una sucesión arbitra-
ria, e-uniforme de Cauchy, en un espacio arquimediano E. 
Entonces, existe una subsucesión f , f n ,..• tal que 
< n2 < ...< y 	n I f 	- f I< 2-k 	para1 k = I,2,.. k+1 nk  
Las sumas parciales de las series 
+ + (fn - fn1

















forman sucesiones crecientes, e-uniformes de Cauchy. 
+= 11. 	(f
n
- f ) ni 4. +...+(f In efecto, sean 2 	 - fn 	)4.  -k+p n1 	2 	 nk+p+1 k4.13 









luego 1g 	g I < l ( fn 	f 	.1- + f 	- f 	)./ n k+p k k+2 'k+1 	 k+p+1 nk+p 
2-(k+1) 	-(" e +...+2oe 
• 2-(k+1) (1 + 2-1+...+2-(1)-1) ). 
co Comó la serie 	 1  
\21..1 	2
P-1 	
- 2, luego 
P=1  
-(k+1) e = 2-k gic i‘ 2 2 	 e. 
En _forma análoga se prueba para 
f- 	( f - f n1 
(f - f )- +... n 1 	n2 n 3 n2 
Por hipótesis, las sucesiones anteriores tienen límites 






+ (f - f ) + (f- f
n2 
+ ..., para k = 1,2,... 
2 n1 n3  
Convergen e-uniformemente a g = gl- g2 , puesto quc 
f = r f 	+ (f. - f )++...+'(f 	f 	 - f 	 _f )- nk 	n l 	' n2 	nl 	,n nk+1 	k J L n 1 n2 n 1 	nk+1 nk 
En otras palabras, f
nk 
convergen e-uniformemente a g cuando 
k 	a) . 
Finalmente, probaremos que fn converge e-uniformemente a g. 
En efecto, consideremos 
1 fP - 1  I‘ I fp - fn PI 4 1 fn - g I ' - P 
Como fn es e-uniforme de Cauchy, dado F.,:>0, existe 
n( E ) :1 f - gl 
	
— 6 f I( ---e para todo n ) n 1 ( 6 ) . 1 	I P 	2 




-4 	Pd 1 d todo I) 
be I II( 	) 	- indx / 	.( 	), II 1
( 	) 	, (H1 ('SU 1. 
rd todo p , 	11( 	) 
	
I 	g 	I fp- in I 4 1 in - g l‘ 	c 	= 1" e, eh decir 2 
f 	e-uniformemente. 
C. 	TEOREMA ESPECTRAL DE FREUDENTHAL'S(T.E.F.). 
Sea E un espacio de Riesz con PPP, y sean e e E4con e >e, 
f e 1(e). Sean a y b dos números reales tal que, para un conve-
niente e>o, se tiene 
a e ,1;'f 	- E,)e. 
si 	CO < < CO 	es el sistema espectral de f con 
respecto a e, se tiene por el Corolario A.I, que Pu( = e para 
0(4 a y p = e para c.< >b. 
Denotaremos por TT = TT (oio, 0(1 , • • • e<E, , donde 
a = 0.(0 <o(1 < 	<0(n = b, la partición del intervalo cerrado 
[a,b] ; y por 
ITTI= max 	 I: 0< k <n - 1), 
la máxima longitud del subintervalo en la partición rr. 
Dada la partición TT TT2 de [a, 13], escribiremos 
Tri:Irr2 , para indicar queTT2 es más fino que TT1 , o sea, TT1gT12. 
El conjunto de todas las particiones de [a, b] es parcialmente 
ordenado. 
Para cada partición TT(1)(0,0(1 ,...,0(n) de [a,q, intro-
ducimos ahora los elementos s(TT; f) y t(TT: f) en E, definidos 
por 	s(TT; f) = 	(p - p 	) 
k-1 9(k ulk-1 
t(TT; f) = 	ot,(p - p 	) K 
°(1( 	1111(-1 k=1 
s (IrT: f) se llama suma inferior y ten: f) suma superior de f 
con respecto a TT. 
En el siguiente lema, se tiene algunos resultados pre-limi-
nares acerca de suma inferior e superior. 
Lema C.1. (1) Para toda particiónTT l' 	2 se tiene 
s(TTI: f) 	f 	t (TT2: f) 
(2) Si T-551-1-2, entonces 
s( TTI›; 	s(TT2: f) 	t(TT2: f) 	t( TT 1 : f ) .  
(3) Si a e ‘ f l ‘f2 	(b - )e para convenientes 
números reales a, b, y para algún e>°, en- 
tonces 
s ( TI ; fl) < s(n; f2) y t(rT; f 1) ‘t(TT; f2)  
para cada partición TT de [a, b] 
(4) se tiene e ( f - s(TT; f)‘11Tie, 
e .. t(Tr; f)-f(ITTie 
En particular, se tiene 
e. ,<, t(TTI; f)- s ( TT 2: f)< (TTi  + TT 2 )e 
para todo partición TT1 TT 2 de [a, 13] 
Demostración. 
(1) Es sulleienle probar que para toda parlición 
TT . u( 0(0, „. , 0(n), se tiene s(T1 ; f) .< f t (TT : f). 
n 
	
En efecto, de P = P
b 
 - P = 	- ) P b 	a 	oik 	0( k- I  i 	, 
k=1 
(p 	_ p 	)f, (cx <b; k = 1,2,...n) resulta que f = Pb f = 	 N k`• 
k=1 crk 	k-1 
y por la proposición A.1(3) se tiene 
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Por lo anterior, tenemos que 
s( TT : f) < f ( t (1T2' f). 1 
(2) 	Sea TTI  = TT( 0(0, ... , c(n) y sea 1T2 otra partición 
que contiene un punto p más que 1-1-1. 
Supongamos que entre ip< k--1 Y Zi(k 
Ik-1 < p<ixic• 
se tiene 
Para probar s(TTi; O 41: 4072 ' f), basta demostrar que 
311(-1(Puekk -1)41Clk " 1(PP - Po(k -1)4.  P 
(p - p ), lo 
c k P 
cual es evidente. Luego s(TTi; f) 	s(TT2: f). 
En forma análoga se prueba que 
t(TT2:f) 	t(TTi: f). 
(3) 	Primero supongamos que f satisface a e < f ((b- )e, 
y sea el conjunto { pck : - a)<,c( <-1 w 	el sistema espectral 
de f. Dada la partición TT(0(0,...,0(n) de [a,b] , y los números 
° 	• • • 
	considclemos la suma 
1 
u = > 	 i1 	- k 	P o( 	o( 
k= 1 k 	k-1 
Introducimos para cada número real ok, el elemento 
r 	= e - p , y obsérvese que u( 
r -r , 
o( k 	k- I 	k- I 	k 
y ro( = e para 5(41 a, y rul = e para o( ?,1b. 
Obsérvese también que todos los términos en 
u= 
k= 1 
k(Pcx 	P 	) = k- 1 k".  k-1  
por lema A.3, son otorgonales y positivos. 
Por lo tanto 
u = sup 	fl>k(1:-#k-1 	k iX 441 suP  ' 1<k‘n	' k‘n-11  r 	}k-1 
Por otra parte 
	
Pk r k-1=4 k E(r 	- 	< 	 - 	)< u, para , 3=k "3-1 `"3 	3=k 	"3-1 '13 
todo k =  
Luego 	sup 	pk rc< <u 
1(k‘n 	k-1 
Así ,hemos probado que 
u = sup 	rv( 1 < k <n 	k-1  
Así pues 
s(TT: f)- a ,e = 
II 	 n 
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= sup{( c<k- 1- a) r 1<k‘n 
Finalmente supongamos que se tiene, 
a e‘fi  <f2 	(b -1 )e 
para apropiados números reales a, b y para algún E> O 
Sean (p:..< : - co < 	< co ) y (ID:I< : - co <o( < co ), el sistema 
espectral de f1 y f2 respectivamente. 
,+ 
Puesto que ( 0( e - f2) 	e 	f 1 )4. para todo Ok/, la 
banda generada por (O( e - f2)+ está contenido en la banda genera- 
da por (<e - 	También se tiene que 
- 102 - 
u y r 	r 	para todo 0( 
De todo lo anterior, se sigue que 
s(Tr: f 1 )- a e = sup 	1(e(k-1-a) r' I ‘k<n 
< sup  k- 1 	0(k I < k <n 	 - 1  
= s(TT : f2)- a e 
Así pues s(TT: f1) ( s(TT : f2) 
En forma análoga se prueba que 
t(rT: y < L(TT* ( 2) 
	
(1v) .s 	tiene 
e 	f - s(TT: f) ( taT: 1)- s(TT: 
( 11( kk-1)  (pa - 	) 'k —k-1 
k=1 




En forma análoga, se prueba que e < t(TT: f)-f<ITTle. 
La siguiente proposición es una consecuencia inmediata del 
lema anterior, y de la observación sobre la convergencia e-uni- 
forme de las sucesiones monótonas de la sección B 
Proposición C.1. (Teorema Espectral de Freudenthal's) 
Sea E un espacio de Riesz con ppp, y 
sea e e E con e > e un puntc fijo. Para 
J. V 
cada f elemento del ideal generado 
por e, y para cada partición TTdel 
intervalo [a, b], donde los númerbs 
reales a y b son tales que 
a e .(f (,(b - C )e para algún Z,>0. 
Sea s(TT: f) y t(TT: f) suma inferior 
y superior respecto a Fr . Entonces 
stip s( Ji 	f)= 1 = nif t( TT: f) 
Más precisamente, si07 : n = 1,2,. .} 
es una sucesión de particlones de [a, b] 
Lit que TI"u . es más fina que TT 
para cada n y tal queITTnI 	O, entonces 
s(Trn
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